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1. Datenanalyse und Messunsicherheiten

In den Naturwissenschaften bilden Messverfahren und Messdaten die Grundlage, um quantitative
Aussagen iiber physikalische Grofden zu ermoglichen. Dabei soll der Erfahrungsprozess dem sub-
jektiven Einfluss des beobachtenden Individuums soweit es geht entzogen, und die Erfahrung so
objektiviert werden. Messdaten sind daher die Saulen, auf denen die modernen Wissenschaften
stehen. Dementsprechend hoch sind die Anspriiche, die wir als Wissenschaftler an die Qualitat
unserer Messdaten stellen miissen.

Auf der anderen Seite wissen wir aber auch, dass moderne Messmethoden duflerst aufwéndig sind.
Messdaten miissen im Allgemeinen mit einem grol3en Einsatz von Arbeit und Kosten gesammelt
werden. Von daher sind Messdaten eine kostbare Sache und es liegt in der Verantwortung jedes
Wissenschaftlers, iiberlegt und sorgfaltig mit den Daten umzugehen.

Messdaten sind dabei grundsétzlich immer mit Unsicherheiten behaftet, d. h. unsere Information
iiber eine Messgrof3e ist immer in gewissem Maf3e unvollstdndig. Im alltdglichen Leben sind wir es
dabei meist gewohnt implizit anzunehmen, dass auftretende Messunsicherheiten klein genug sind,
um einen sinnvollen Umgang mit den jeweiligen Messgrof3en zu ermoglichen (z. B. Waage beim
Metzger) und in vielen Fillen wird dies auch z. B. durch Vorschriften des gesetzlichen Eichwesens
sichergestellt. Im Gegensatz dazu ist jedoch eine explizite Angabe von Messunsicherheiten in den
Naturwissenschaften stets zwingend erforderlich:

Die Angabe des Messwertes einer physikalischen Grofse ist ohne Angabe der zugehérigen
Unsicherheit wissenschaftlich wertlos. Die Unsicherheit beschreibt dabei die Qualitdt der
Information, die im Messergebnis enthalten ist.

Die Unsicherheitsangabe erfolgt dabei gemaf3:

Messwert 4 Unsicherheit @D)

Dariiber hinaus ist es wichtig, dass Unsicherheiten international auf einheitliche Weise ermittelt und
angegeben werden. Nur so ist es beispielsweise moglich, Messdaten verschiedener Arbeitsgruppen
untereinander zu vergleichen oder die Resultate einer neuen Theorie anhand des Pools weltweit
gesammelter Daten zu einer physikalischen Grof3e zu tiberpriifen.

Der derzeit de facto weltweit akzeptierte Standard zur Angabe von Messunsicherheiten wird dabei
durch den Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement (kurz: GUM [1]) festgelegt. Er wird
mittlerweile vom Joint Committee for Guides in Metrology (JCGM) herausgegeben, dem sowohl die
Internationale Organisation fiir Normung (ISO) in Genf als auch das Bureau International des Poids et
Mesures (BIPM) in Paris angehoren.

Gemald GUM lautet die international vereinbarte Definition des Begriffes Messunsicherheit [1]:

Messunsicherheit ist ein Parameter, der dem Messergebnis beigeordnet ist und der die Streuung
derjenigen Schatzwerte kennzeichnet, die der MessgroRe auf der Basis vorliegender Information
verniinftiger Weise zugewiesen werden konnen.




Wie genau diese Zuweisung quantitativ zu erfolgen hat, ist im Folgenden zu klaren. Interessant an
dieser Stelle ist, dass es sich bei der Unsicherheit um eine GréRe handelt, die Information charakteri-
siert: Sie beschreibt unsere reale, nach dem Stand der vorliegenden Informationen unvollstandige
Kenntnis der Messgrofse.

Im Gegensatz dazu steht der Begriff der Messabweichung (frither: Messfehler). Er basiert auf der
Annahme, dass einer Messgrof3e zumindest hypothetisch ein eindeutiger “wahrer Wert” zugeordnet
werden kann.

Messabweichung bezeichnet dann die Differenz des Messwertes zu dem “wahren Wert” der Mess-
grofle.

Messabweichungen sind deshalb ebenso wie der wahre Wert einer Messgrof3e grundsatzlich nie
genau bekannt und konnen hochstens abgeschétzt werden. Als Ursachen fiir die Messabweichungen
unterscheidet man tiblicher Weise systematische und zufdllige Einfliisse.

Zufallige Abweichungen zeigen sich darin, dass bei wiederholten Messungen unter den selben Bedin-
gungen im Allgemeinen nicht der gleiche Messwert resultiert sondern zufallige Schwankungen
um einen Mittelwert auftreten. Manchmal ist die Ursache dieser Abweichungen bekannt. Immer
aber gilt, dass sie prinzipell nicht eliminiert werden konnen. Beispiele waren Lagerreibung,
Erschiitterungen, elektronisches Rauschen o. d. Man kann sogar sagen, dass an einem Mess-
datensatz, der keine oder zu geringe Schwankungen aufweist, etwas ,faul“ sein muss, wie
wir an einem Beispiel im Zusammenhang mit dem y2-Test sehen werden. Durch haufiges Wie-
derholen der Messung und entsprechende Mittelwertbildung kann der Einfluss der zufalligen
Abweichungen aber verringert werden.

Systematische Abweichungen fliel3en auf systematische Weise in die Messung ein, d. h. sie beein-
flussen alle Messwerte in gleicher Weise. Einige Einfliisse dieser Art konnen durch sorgféltigeres
Arbeiten ganz vermieden werden (sog. grobe Messabweichungen). Andere sind bekannt oder
konnen durch Referenzmessungen bestimmt werden, so dass der Messwert korrigiert werden
kann. Wieder andere Abweichungen lassen sich nur in gewissen Grenzen abschétzen und
wiederum andere bleiben u. U. vollstdndig unerkannt und erweisen sich erst nachdem z. B. die
gleiche Grof3e mit unterschiedlichen experimentellen Methoden untersucht wurde. Die Ursache
systematischer Messabweichungen kann in der Konstruktion der Messapparatur verborgen sein,
einer fehlerhaften Kalibrierung, einer unbemerkten Verdnderung der Messbedingungen (z. B.
Temperatur) und dhnlichen Uberraschungen. Typisch ist dabei, dass sich der Einfluss systema-
tischer Messabweichungen durch hiufiges Wiederholen der Messungen und Mittelwertbildung
nicht reduzieren lasst.

Die vorangegangene Unterscheidung zufalliger und systematischer Messabweichungen ist jedoch
nicht immer eindeutig: So konnen systematische Messabweichungen auch statistischer Natur sein.
Beispielsweise stellt die Hintergrund-Zahlrate bei einem kernphysikalischen Experiment eine (kor-
rigierbare) systematische Messabweichung dar, die hervorgerufen wird durch natiirliche Hinter-
grundstrahlung. Mochte man in einem Experiment z. B. die Aktivitit eines Praparates mit einem
Geigerzahler bestimmen, so wird dabei die Zahlrate systematisch um den Wert der Hintergrund-
Zahlrate zu grol3 ausfallen. Der physikalische Prozess, der dieser Abweichung zugrunde liegt, ist
seiner Natur nach jedoch ein statistischer Prozess, und wie grof3 die Abweichung in einem bestimmten
Zeitintervall ausfallt ist zufdllig. Um Zweideutigkeiten solcher Art zu vermeiden, wird daher im GUM




eine etwas andere Unterscheidung getroffen. Diese bezieht sich dabei nicht auf die (unbekannte)
Messabweichung sondern auf die Messunsicherheit, d. h. den Informationsgehalt der gewonnenen
Daten:

Typ A Unsicherheiten sind Messunsicherheiten, die durch eine statistische Auswertung wiederholter
Messungen bestimmt wurden

Typ B Unsicherheiten sind Messunsicherheiten, die auf eine andere Weise bestimmt wurden.

In diesem Sinne wéren im obigen Beispiel sowohl die Unsicherheit bei der Zahlrate des radioaktiven
Praparates, als auch die Unsicherheit, die von der Messung der Hintergrundstrahlung herriihrt,
Unsicherheiten vom Typ A.

Als Grundlage zur Bestimmung von Typ B Unsicherheiten kommen unterschiedlichste Moglichkeiten
in Frage, z.B.:

* Informationen aus Vormessungen, Angaben in der Literatur

* Erfahrung oder allgemeines Wissen iiber das Verhalten bestimmter Messgerate

* Herstellerangaben, z. B. iiber Genauigkeitsklassen von Bauteilen oder Messgeriten
* Referenzdaten aus Handbiichern

Auch wenn es grundsétzlich vorzuziehen ist, Unsicherheiten nach Methode A zu bestimmen, wird
man als Experimentator generell hiufig darauf angewiesen sein, eine Unsicherheitsabschatzung aus
nicht-statistischen Informationen nach Typ B vorzunehmen. Insbesondere Unsicherheiten aufgrund
systematischer Messabweichungen lassen sich haufig nur nach Typ B einschéatzen.

Wichtig ist nun, dass nur Unsicherheiten, die auf statistischen Informationen beruhen, also solche,
die aus haufigen Wiederholmessungen bestimmt wurden, mit den Mitteln der konventionellen
mathematischen Statistik erfassbar sind. Im Rahmen dieses Ansatzes miissten deshalb Unsicher-
heitsbeitrage, die anders als statistisch abgeschitzt wurden, von den statistischen Beitragen getrennt
angegeben und weiterverarbeitet werden. Eine einfache Angabe gemal$ Glg. (1) ware dann nicht
mehr ausreichend. Insbesondere auch die Fortpflanzung von Unsicherheiten (s. Abschnitt 3.4) in dem
Fall, dass eine Grof3e nur indirekt messbar ist, miisste fiir die statistischen und nicht-statistischen
Anteile getrennt vorgenommen werden [2].

Im Gegensatz dazu zeigt es sich, dass, wenn man vom Wahrscheinlichkeitsbegriff der konventio-
nellen Statistik zu dem der sog. Bayes’schen Statistik iibergeht, beide Arten von Unsicherheiten
auf einer gemeinsamen Basis behandelt werden konnen, ja sogar, dass kein wirklicher Unterschied
mehr zwischen beiden Arten der Unsicherheitsermittlung besteht [1, 3, 4]. Wahrend der Wahr-
scheinlichkeitsbegriff in der konventionellen frequentistischen Statistik auf relativen Haufigkeiten
basiert,! charakterisiert er in der Bayes’schen Herangehensweise die unvollstdndige Kenntnis iiber
das Eintreten von Ereignissen auf der Basis der vorliegenden Information. Diese Information kann,
anders als in der konventionellen Statistik, auch nicht-statistscher Natur sein. Dies ist in Abb. 1
verdeutlicht. Eine derart gewonnene Unsicherheitsangabe kann dann, ungeachtet der Tatsache ob
statistische, nicht-statistische oder beiderlei Information in ihre Bestimmung eingegangen sind,

'Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist die relative Haufigkeit des Ereignisses, ermittelt auf der Grundlage unendlich
vieler Messungen unter gleichen Bedingungen.




statistisch konventionelle Statistik

_— \
Bayes’sche Statistik
—_ /

nicht-statistisch ——— separate Abschitzung

Abbildung 1: Bei der Bestimmung von Messunsicherheiten spielen meist sowohl statistische als
auch nicht-statistische Informationen eine Rolle. Die konventionelle frequentistische
Statistik kann dabei nur die statistischen Informationen verwerten, alle anderen In-
formationen missen getrennt davon verarbeitet werden. Die Bayes'sche Statistik
hingegen verwertet beide Arten von Information auf die gleiche Weise.

einheitlich gemafl$ Glg. (1) angegeben werden. Auch die Fortpflanzung von Unsicherheiten lasst sich
dann auf eine einfache und einheitliche Weise realisieren. Aus diesem Grunde stiitzt sich der GUM
entscheidend auf die Konzepte der Bayes’schen Statistik, insbesondere zur Ermittlung von Typ B
Unsicherheiten [1]. Eine weiterfiihrende Analyse [3] und neuere Ergédnzungen zum GUM [6] zeigen
dann, dass im Rahmen der Bayes’schen Statistik eine einheitliche Behandlung aller Unsicherheiten
moglich ist, so dass die Unterscheidung der Unsicherheiten nach Typ A/B letztendlich hinféallig wird.

Um den Rahmen des vorliegenden Skriptes, das vorwiegend zum Gebrauch im Physikalischen
Grundpraktikum gedacht ist, nicht zu sprengen, konnen wir die Ideen der Bayes’schen Statistik, wie
sie fiir die Unsicherheitsbetrachtungen relevant sind, im Abschnitt 3 nur andeuten und werden uns da
auf einige wenige handwerkliche Aspekte beschranken. Zuvor sollen zunéchst einige Grundlagen der
konventionellen mathematischen Statistik zusammengestellt werden (Abschnitt 2), bevor schlief3lich
im Abschnitt 4 anhand weniger Beispiele ein Einblick in die sog. beurteilende Messdatenanalyse
gegeben werden soll, die z. B. untersucht, ob ein theoretisches Modell mit gegebenen Messdaten
vertraglich ist oder nicht. Auch hier liegt zunéchst die Betonung auf den Verfahren der konventionellen
Statistik. Im Abschnitt 4.3 wird dann abschlielend anhand eines Beispiels noch ein kurzer Ausblick
auf die entsprechenden Verfahren der Bayes’schen Statistik gegeben.




2. Grundlagen der konventionellen Statistik

2.1. Charakterisierung eines Datensatzes: Mittelwert und Streuung

Wir beginnen mit der Annahme, dass die interessierende physikalische GroRe X sorgfaltig gemessen
wurde, und nun liege der Datensatz {x;} = {x1, 22, ..., z,} VOL.

Bei der Durchsicht der Messdaten kann nun auffallen, dass einzelne Werte besonders augenfillig
vom Rest der anderen abweichen. In diesem Fall ist es entscheidend zu priifen, ob der begriindete
Verdacht besteht, dass bei der entsprechenden Messung ein Fehler unterlaufen ist. Es ware unsinnig,
Messwerte in der Analyse zu verwenden, die sachlich begriindet als fehlerhaft verddchtigt werden und
so bleiben solche Werte in der Regel unberiicksichtigt. Andererseits ist jede Form der Manipulation
an einem Datensatz als grundsatzlich fragwiirdig einzuschétzen: Ein stark abweichender Messwert
kann, wenn er ,echt“ ist, auch auf einen vielleicht unerwarteten physikalischen Effekt hindeuten. In
jedem Fall sind daher ermittelte Ausreifser als solche zu dokumentieren! Fiir das Folgende setzen wir
voraus, dass die betrachteten Datensétze von solchen Ausreiern korrekt befreit wurden.

In diesem Datensatz gibt es einen minimalen und einen maximalen Wert, i, bZw. xm.x Zzwischen
denen die erhaltenen Messwerte streuen. In Rahmen der konventionellen Statistik versteht man nun
den vorliegenden Datensatz als Stichprobe aus der Grundgesamtheit unendlich vieler Messungen
der GroBe X, die unter den gleichen Bedingungen durchgefiihrt wurden. Der unbekannte Erwar-
tungswert oder Mittelwert dieser Grundgesamtheit, oft auch als “wahrer Wert” der MessgroRe X
bezeichnet, kann nun durch unseren Datensatz abgeschitzt werden. Es zeigt sich, dass der empirische
Mittelwert des Datensatzes den besten Schatzwert dafiir liefert:

.. . i P SR 1 —
empirischer Mittelwert des Datensatzes: T ! 2 L E T; @))
n n
i=1

Die Schwankungsbreite, Streuung, der Daten um den Mittelwert = wird durch ihr mittleres Abstands-
quadrat zum Mittelwert, der Standardabweichung s charakterisiert:

. : > (i — )

empirische Standardabweichung des Datensatzes s=A\ T 3
Das Quadrat der Standardabweichung heif3t Varianz s%. Der Grund dafiir, dass im Nenner von (3)
der Faktor n — 1 anstelle von n auftaucht liegt im Prinzip darin, dass die Summe wegen des darin
enthaltenen arithmetischen Mittels z, welches die Daten x; des Datensatzes bereits enthalt, nur n — 1
unabhéngige Summanden enthélt. Eine genauere Begriindung gibt es weiter unten im Abschnitt
2.2.1. Dort zeigt sich dann, dass s*> gemaf’ Glg. (3) definiert, den besten Schitzwert fiir die Varianz
o? der Grundgesamtheit liefert.

Anschaulich ist zunachst klar, dass ein vertrauenswiirdiger Datensatz durch eine kleine Streuung
reprasentiert wird, d.h. die Standardabweichung s ist ein Mal3 fiir die Qualitat des vorliegenden
Datensatzes. Will man nun den Mittelwert als Schatzwert fiir die Messgrof3e, als Ergebnis angeben,
miisste man sich aber eigentlich mit der Qualitdt des Mittelwertes befassen.




2.1.1. Schatzung der Qualitat des Mittelwertes

Wie konnte man also die Qualitat des Mittelwertes ermitteln? Warum nicht so, wie wir die Qualitéat
des Datensatzes ermittelt haben? Also: Wir miissen uns einen Datensatz von Mittelwerten beschaffen.
Nun, dies bedeutet Arbeit, denn wir miissen die urspriingliche Messreihe wiederholen. Damit
erhalten wir einen zusatzlichen Datensatz, der uns einen neuen Mittelwert liefert. Dann konnten
wir diese Prozedur wiederholen und nochmals wiederholen und ... Am Ende hitten wir eine
grofde Anzahl Datensitze mit dazugehdrenden Mittelwerten vorliegen. Die so ermittelte Folge von
Mittelwerten wird immer noch um den (unbekannten) Mittelwert der Grundgesamtheit (“wahrer
Wert”) schwanken, aber sicher in einem geringeren Mal3e, als das die einzelnen Datensétze tun. Die
Schwankungsbreite der Mittelwerte s; wird also kleiner sein als s und abnehmen, je mehr einzelne
Datenpunkte in die Mittelung eingehen.

Die mathematische Statistik erlaubt es uns nun, auf diese umstindliche Prozedur, eine Vielzahl
von Messreihen durchzufiihren, zu verzichten. Die Theorie sagt, dass die Schwankungsbreite der
Mittelwerte s; bereits aus einem einzigen Datensatz abgeschitzt werden kann. Es ist ndmlich s; mit
der Standardabweichung s eines einzelnen Datensatzes auf eine einfache Weise verkniipft, wie man
leicht aus der Varianz einer Summe von Zufallsgrof3en ableiten kann, siehe Abschnitt 2.2.1 oder
auch [7, 8]:

Schétzwert fiir die Schwankungsbreite des Mittelwertes Sz =
sz = || =—+ @

Nun sind wir in der Lage, den besten Schatzwert der Messgrol3e = zusammen mit der Unsicherheit
anzugeben, also ein Intervall anzugeben, das die Streuung derjenigen Werte kennzeichnet, die der
MessgrofRe sinnvoll als Schatzwerte zugewiesen werden konnen.

T =2 s; 5)

Welche genaue Bedeutung diese Angabe hat werden wir spater im Zusammenhang mit der Normal-
verteilung und dem Zentralen Grenzwertsatz in Abschnitt 2.2.6 diskutieren.

Aufgabe:

Jeder wissenschaftliche Taschenrechner hat Funktionen fiir Mittelwert und Standardabweichung
eingebaut. Machen Sie sich anhand des unten stehenden Beispiels mit Ihrem Modell vertraut, so dass
Sie es im Praktikum bedienen konnen. Schauen Sie insbesondere im Handbuch Ihres Rechners nach,
nach welcher Formel der Taschenrechner die Standardabweichung ausgibt. Je nach Fabrikat wird
Formel (3) oder (4) angewendet. Dem entsprechend muss man eventuell die Taschenrechnerausgabe
korrigieren, wenn man das Ergebnis nach (5) angibt.

Beispiel: Gegeben sei folgender Datensatz von Messwerten:
{z;} = {2.5,2.8,2.2,2.3,2.2,2.7,2.6,2.4}.




Benutzen Sie die Mittelwert-Varianz-Funktion Thres Taschenrechners, um x = = + s; anzugeben.

Ergebnis: Die korrekte Taschenrechnerausgabe lautet z = 2.46250, s = 0.22638. Eine sinnvolle
Angabe des Ergebnisses ist damit:
r = 2.46 £ 0.08.

2.2. Haufigkeitsverteilungen

Nun ist es an der Zeit, sich zu iiberlegen, in welcher Weise die Daten in einem Datensatz schwanken,
d. h. wie sie um den Mittelwert herum verteilt sind. Diese Verteilung wird sicher davon abhéngen,
von welcher Art die MessgroR3e ist, ob sie kontinuierliche Werte annehmen kann, oder ob sie nur
zwei diskrete Werte annehmen kann, z. B. Teilchen registriert, ja oder nein. Zunéchst schicken wir
einige allgemeine Bemerkungen voran, die fiir alle Verteilungen gelten. Dann besprechen wir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Merkmals mit komplementidren Auspragungen, namlich die
Binomialverteilung und die Poissonverteilung. Im Falle einer kontinuierlich verdnderlichen Messgrof3e
hingegen wird der Experimentator sich zundchst ein graphisches Bild der Datenverteilung machen
wollen. Dazu dient das Histogramm. AnschlieRend behandeln wir die Normalverteilung und den Zen-
tralen Grenzwertsatz, der die Universalitat dieser fiir den wissenschaftlichen Alltag so bedeutenden
Verteilungsfunktion begriindet.

2.2.1. Allgemeines iiber ZufallsgroBen und deren Verteilung

Alle der nun folgenden Details lassen sich bestens in [7] oder auch [8] nachlesen, auch wenn man
im Einzelfall vielleicht etwas danach stobern muss. Hier also eine Zusammenfassung der fiir uns
wichtigen Aspekte:

* Eine Verteilung heil3t diskret, wenn es eine endliche, oder abzéhlbar unendliche Menge von
Werten z; gibt, die mit einer Wahrscheinlichkeit P(x;) > 0 realisiert werden, wobei gelten
muss » . P(z;) = 1.

* Eine Verteilung heif3t stetig, wenn eine Funktion f(z), (f(z) > 0, V) mit [*_ f(z)dz =1
existiert, fiir die gilt: P(a < X < b) = f: f(z)dx gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei
einer Messung einen Wert fiir X zu erhalten, der im Intervall (a,b) liegt. f(z) heilst dann

Wahrscheinlichkeitsdichte (auch PDF: probability density function) der stetigen Verteilung.
Man beachte, dass fiir stetig verteilte Zufallsgrolen P(z) = 0, Vz gilt.

* Die Summenfunktion einer Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung heil3t Verteilungsfunktion oder
kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung F'x (x) der Zufallsvariablen X. Die Verteilungsfunktion
beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Messwert unterhalb einer wihlbaren Schranke

x zu finden:
Fx(z)=P(X <z) = Z P(x;) fir diskrete Verteilungen (6)
x;<x
Fx(x)=P(X <x)= / f(&)-d¢ fiir stetige Verteilungen (7)




» Zwei Zufallsgrofen X und Y heilden statistisch unabhdngig wenn die Verteilungsfunktion der
zweidimensionalen Zufallsvariablen (X, Y") gleich dem Produkt der einzelnen Verteilungsfunk-
tionen ist, also:

F(z,y) = Fx(z) - Fy(y) (8)
gleiches gilt in diesem Fall auch fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten:
fla,y) = fx(@) - fr(y) C)

oder auch die Wahrscheinlichkeiten, im Falle diskreter Zufallsgrof3en: Die Wahrscheinlichkeit,
dass gleichzeitig der Fall X = z; und Y = y; eintritt ist dann gleich dem Produkt aus den
Einzelwahrscheinlichkeiten:

P(X =uxz;,Y =y;) = Px(x;) - Py(y;)

* Esseim(X) eine Funktion der Zufallsgrof3e X, deren Werte gemessen wurden. Dann bezeichnen
wir mit E(m(X)) den Erwartungswert der Funktion m(X). Dieser ist definiert als:

E(m(X)) = Z m(z;) - P(z;)  fir eine diskret verteilte GroRe (10)
E(m(X)) = / m(z)- f(z)-dz  fiir eine stetig verteilte GroRe (11)

e Insbesondere erhilt man

mit m(X)=X = E(X)=u Mittelwert p (12)
mit m(X) = (X — p)? = E((X — p)?) =0o? Varianz Var(X) = o? (13)

* Aus den obigen Definitionen ergibt sich der Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen
{Xy,..., X, }als:

E(ale + +a'an) = ax E(Xl) ++an E(Xn> (14)
mit reellen Zahlen «;. Insbesondere ergibt sich daraus der Verschiebungssatz
E((X —p)?) = B(X?) — 1, (15)

der haufig die praktische Berechnung der Varianz erleichtert.

e Sind die Zufallsgrof3en {X,..., X, } statistisch unabhéngig, dann gilt fiir die Varianz der
Summe:
Var(a; X, + - - + a,X,) = a3 Var(X;) + - - - + a2 Var(X,,) (16)

Wer sich davon {iberzeugen mochte setze die Summe > ; X; mit (14) in die Definition (13)
ein, multipliziere aus und stelle fest, dass unter der Bedingung (9) fiir die Mischterme i # j

gilt: E((Xz — i) - (X5 — Mj)) = E((Xz - Uz)) : E«XJ' - Uj)) =0.
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Aus (16) folgt dann fiir arithmetische Mittelwerte unabhéngiger Messungen X = 3" X;/n
Var (7) = Var(X)/n2 a7
und somit folgt Glg. (4) aus (3).

Nun kénnen wir auch den Faktor n — 1 verstehen, der in Glg (3) eingefiihrt wurde: Es gilt

namlich nach (16): Var(X;, — X) = Var(Xi/n+---+ (1/n - 1) X+ - - + X, /n) = =1 Var(X)
(nachrechnen!) und somit zeigt sich fiir Glg. (3), dass

E(Z (X, - X)) = > E ((X:=X)") =nVar (X, = X) = (n = 1) Var(X) ~ (18)

(2

Somit ist also der Erwartungswert der Grof3e S? definiert geméR Glg. (3) gleich der Varianz
der Grolde X genau dann, wenn im Nenner von (3) der Faktor n — 1 und nicht n steht! Man
spricht dann auch davon, dass S? einen erwartungstreuen Schdtzer fiir o> darstellt.

2.2.2. Die Binomialverteilung B,,(p)

Die Messung bestehe darin, in einem System zwei sich gegenseitig ausschlief3ende Merkmale A
bzw. A zu unterscheiden und entsprechend zu klassifizieren. Typisches Beispiel in der Physik sind
Experimente, in denen Teilchen (Photonen, Elektronen, Protonen, etc.) gezdhlt werden; A bedeutet
dann, dass das Teilchen in einem vorgegebenen Zeit-, Energie-, oder Impulsfenster registriert wurde,
bzw. A nicht registriert wurde. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Ausprigung A sei p und
entsprechend 1 — p fiir die komplementire Auspragung A.

Annahme: Eine Datenanalyse oder eine andere a priori Information liefere uns einen soliden
Schatzwert fiir p.

Frage: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit P, (k), dass bei n Realisationen der Messung k& mal die
Auspragung A registriert wird? Antwort:

Po(k) = (Z) (1 —p)n* (19)

Die daraus gewonnene Verteilung heilst Binomialverteilung B,,,(k). Sie ist naturgemaf} diskret und
wird durch die zwei Parameter n und p festgelegt.

Thr Mittelwert ist: L= mnp (20)
Thre Varianz ist: o? = np(l —p) (21)
P, (k) wird maximal fiir np+p—1<k<np+p (22)

* Mit Hilfe der Stirling’schen Formel kann gezeigt werden, dass sich fiir groe n und nicht
zu extreme p die Binomialverteilung B,,,(k) einer Normalverteilung N(z;np, np(1 — p)) (s.
Abschnitt 2.2.5) nédhert, d. h.:

S =3 ()it — [ Ao (g e e

k<x k<x

1
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Abbildung 2: Darstellung der Poissonverteilung (29). Man sollte sich aber durch diese Darstellung
nicht verwirren lassen: Die Poissonverteilung ist diskret in k. Aber es ist tblich, sie
Uber ihren Parameter Mittelwert 1, aufzutragen.

* Bei kleinen Wahrscheinlichkeiten p und grol3en n, kann mit der Poissonverteilung (s. folgender
Abschnitt) mit Mittelwert np gerechnet werden, denn es gilt

P,(k) = (Z)pk(l — p)”*’C — (nkil)k exp(—np) = Pu—ny(k) 24

2.2.3. Die Poissonverteilung P, (k)

Betrachtet wird, wie bei der Binomialverteilung, eine zuféllige Variable mit zwei sich ausschlie3enden
Ausprigungen A und A, wie z. B. in einem Teilchenzihlprozess (vgl. Absatz 2.2.2). Dabei soll die
Anzahl der vorliegenden Messungen n sehr grof3 sein, n — oo. Weiter ist erforderlich, dass ein guter
Schatzwert y fiir die Anzahl Experimente mit Auspragung A (z.B. A: Teilchen wurde registriert)
vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit p fiir die Messung von A ist also

p=- (25)
n
Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Wiederholung der Messung k-mal das Merkmal
A zu messen?

Konkret z. B. die Messung von radioaktiven Kernzerfillen: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit bei
Vorliegen von n radioaktiven Atomkernen in einem gegebenen Zeitfenster genau k Zerfallsereignisse
zu messen? Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist durch die Binomialverteilung (19) mit p = p/n

12



(25) gegeben:?
= (1))

Nun ist n in einem kernphysikalischen Experiment typischer Weise eine sehr grof3e Zahl: selbst bei
wenigen Mikrogramm eines radioaktiven Elementes ist n von der Groflenordnung 10'°. Im Vergleich
dazu sind effektive Zahlereignisse sehr selten. Das heil3t es liegen folgende Verhaltnisse vor: k/n < 1,
pu/n < 1und n — co. Damit konnen wir folgende Ndherungen machen:

n—k
Einsetzen in (26) von (1 — %) — exp(—pu) (27)
ny 1 1
k
ergibt die Poissonverteilung : P,(k) = % exp(—p) (29)

Die Poissonverteilung P, (k) ist eine diskrete Verteilung und wird durch einen einzigen Parameter,
ihren Mittelwert . festgelegt. Thre Varianz betragt

Varianz der Poissonverteilung: o’ =p (30)

Mittelwert und Varianz der Poissonverteilung sind also gleich groR3. Fiir groRe Mittelwerte 1asst sich
die Poissonverteilung durch eine Normalverteilung approximieren, die dann ebenfalls nur einen
freien Parameter aufweist:
k x 2
Ry 1 (€—p)
ZPM(k) = Z EGXP(—M) — /_Oo T exp (_T d§ (31)

k<xz k<x

Beispiel:

Sie haben in einem kernphysikalischen Experiment in einem Zeitintervall von 6 Minuten 534 Z&hler-
eignisse registriert. Wie geben Sie die Zahlrate NV und deren Unsicherheit an?

Ergebnis: Es handelt sich hierbei um eine Einzelmessung. Also ist £ = 534 und wir ndhern u ~ k,
sowie o ~ \/k. Damit ergibt sich:
Ak

N =""=(1.484+0.06)s"
A7 ( )s

2.2.4. Das Histogramm

Wir nehmen an, dass ein Experiment durchgefiihrt wurde, bei dem die kontinuierliche Grof3e X
gemessen wurde. Das Ergebnis liegt als Messdatensatz {z;} = {1, ..., z,} vor. Als erstes wird der

2Die Binomialverteilung sieht streng genommen nur Experimente ,mit Zuriicklegen® vor, damit die Wahrscheinlichkeit
p fiir ein einzelnes Ereignis sich im Verlauf des Versuches nicht dndert. Im vorliegenden Fall ist aber die Anzahl k der
zerfallenen Kerne gegen n eine sehr kleine Zahl, so dass die Bedingung einer unverédnderten Wahrscheinlichkeit p
auch ohne ,,Zuriicklegen“ erfiillt bleibt.
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geiibte Experimentator sich einen Uberblick iiber die Daten verschaffen wollen. Dazu sucht er sich
im Datensatz den Minimal- und den Maximalwert. Danach teilt er dieses Intervall in m Klassen ein,
wobei er m < n wahlt, so dass in jede Klasse eine geniigende Anzahl Messwerte fallen (gentigend:
mind. 5). Danach zeichnet er sich ein Histogramm des Datensatzes, indem er jede Klasse als vertikalen
Balken mit einer Lange, die proportional der Anzahl enthaltener Messwerte ist, darstellt; In Abb. 3 ist
eine ,,einhockrige® unimodale, Verteilung dargestellt. Wenn wir davon ausgehen, dass die gemessene
physikalische Grolde durch einen einzigen Wert charakterisiert wird, erwarten wir eine unimodale
Messdatenverteilung. Zeigt aber das Histogramm zwei- oder mehr Hocker (Moden), so muss am
Experiment etwas schief gegangen sein, und der ganze Datensatz muss als ungiiltig verdachtigt
werden.

0.25

g

0.2

0.15

0.1t

0.05 1

0 .
0 20 40 60 80 100
X

Abbildung 3: Histogramm eines Datensatzes {xz;,i = 1...380}. Die Messwerte x; wurden in m = 10
Klassen eingeteilt. h; (j = 1...10) bezeichnet die relative Haufigkeit, mit der ein
Messwert in die Klasse j fallt.

Je grofler der Messdatensatz ist, desto feiner konnen wir die Klassen unterteilen. Allerdings strebt
dann das individuelle ; der einzelnen Klasse gegen Null. Daher dividert man durch die Intervallbreite
einer jeweiligen Klasse und erhélt so eine Wahrscheinlichkeitsdichte f; = h;/Ax;. Fiir einen sehr
grollen Messdatensatz und immer feinere Klassenunterteilung ndhern sich so die Treppenstufen einer
kontinuierlichen Kurve. Ohne genauere Kenntnisse der experimentellen Bedingungen konnen wir
jedoch iiber die Form dieser Grenzkurve keine zuverldssigen Aussagen machen, d. h. wir verfiigen im
Allgemeinen nicht {iber ein mathematisches Modell der Verteilung von Messdaten. In vielen Fallen
zeigt sich jedoch, dass eine Normalverteilung die Dichtefunktion f; der Messdaten gut beschreibt.
Der Grund dafiir liegt im zentralen Grenzwertsatz dem wir uns im nichsten Abschnitt zuwenden.
Zunéchst jedoch noch einige Bemerkungen zur Normalverteilung.
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Abbildung 4: Normalverteilung eines Datensatzes. Im Intervall (1 — o, + o) liegen 68.3% der
Messdaten.

2.2.5. Die Normalverteilung N (x; p1, o)

Eine Zufallsgrof3e heildt normal- oder gaul3verteilt wenn die zugehorige Dichtefunktion folgende
Form hat:

Normalverteilung: N (z;p,0) = ! - exp {— (= = “)2} (32)
) T g\/ﬂ 20 2

N (x; u, o) oder auch kurz NV (u, o) beschreibt eine symmetrische Glockenkurve, die durch die beiden
Parameter i, und o eindeutig festgelegt ist. Die Kurve hat ihr Maximum an der Stelle z = y und die
Breite 20 an den Wendepunkten, siehe Abb. 4. Der Parameter o ist dabei gleichzeitig die Standard-
abweichung der Verteilung gemaf3 Glg. (13) und p ist der Mittelwert der Normalverteilung gemaR
Glg. (12). Wenn eine Messgroe gemall N (1, o) normalverteilt ist, so kann der Verteilungsparameter
o, gemil unseren Uberlegungen zu Glg. (18), aus dem Messdatensatz {z;} nach Formel (3) abge-
schitzt werden, also o = s. Beschreibt hingegen die Normalverteilung eine Verteilungsfunktion von
Mittelwerten, so sind die Verteilungsparameter nach Glg. (2) und (4) zu ermitteln, also o = s//n.

Bemerkungen

1. Die Normalverteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung, das bedeutet sie ist normiert
% N(z;p,0)dz =1 und N (z; p, o) dz beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Wert
der Grof3e X innerhalb des Intervalls (x, z + dz) zu finden, also

P(ac <X <z+ dx) = N(z; p,0)dz. (33)

Dem entsprechend ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit P einen Wert der Grofde X im Intervall
(a,b) anzutreffen,

b
Pla< X <) :/ N (z; p, o) de. (34)
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Also ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, einen Datenpunkt im Intervall (¢ — o, i + o) zu erhalten:

p+o
P(IX —pl <o) = N (z;p,0) dz = 0.683 (35)
n—o
Fiir die Praxis wichtig sind auch die 2-o-Werte P(|X — p| < 20) = 0.9545, bzw. die 3-0-Werte
P(]X — pu| < 30) = 0.9973; siehe Diskussion in Abschnitt 2.3.

2. Durch die Koordinatentransformation

=T H (36)

g

gewinnt man die Darstellung der standardisierten Normalverteilung N (0, 1) mit Mittelwert
p = 0 und Standardabweichung o = 1

1 2?
N(z;0,1) = mexp{—;} (37)
3. Die kumulative Verteilungsfunktion der Normalverteilung lautet:
Baino)= [ Nl&no)ds (38)

Da sich dieses Integral nicht elementar losen lasst, ist die Verteilungsfunktion der standardi-
sierten Normalverteilung ®(z;0,1) = [*__ N(&;0,1) d¢ tabelliert.

4. Falls wir annehmen konnen, dass die Werte einer Messreihe normalverteilt sind, so sind
die nach (2) bzw. (3) bestimmten Werte umso bessere Schiatzwerte fiir den Mittelwert p
und die Standardabweichung o der Verteilung, je grof3er die Anzahl Messdaten n ist. Da es
aufwandig ist, viele Daten zu messen, wird man oft mit kleinen n» auskommen wollen. Wie
bei Glg. (4) diskutiert, geht aber die Anzahl der Messwerte « 1/4/n in die Unsicherheit der
geschitzten Lage des Mittelwertes ein. In der Praxis gilt daher: die Anzahl Messwerte in
einer Messreihe sollte verniinftigerweise 10 nicht unterschreiten. Verwendet man kleinere
Datenséatze zur Abschdtzung von Mittelwert und Standardabweichung, dann ist die Unsicherheit
des Mittelwertes mit Hilfe des sog. t-Faktors zu korrigieren. Mehr dazu im Abschnitt 2.3.1

2.2.6. Der Zentrale Grenzwertsatz (Central Limit Theorem)

Worin begriindet sich nun die hohe Universalitdat der Normalverteilung und die Tatsache, dass diese
Verteilung so einen grof3en Stellenwert in der mathematischen Statistik wie auch in der praktischen
experimentellen Arbeit einnimmt? Die Antwort darauf liefert der sogenannte Zentrale Grenzwertsatz.
Bei unzéahligen Problemen des experimentellen Alltags lésst sich die Verteilung einer interessieren-
den Zufallsgrofde nur mit enormem Aufwand oder auch gar nicht exakt bestimmen. Der Zentrale
Grenzwertsatz liefert nun in vielen Fillen eine asymptotische Aussage iiber die Verteilung, die in der
Praxis meist vollig ausreichend ist und dem Experimentator hdufig weitreichende Méglichkeiten an
die Hand gibt, seine Resultate zu beurteilen.

Es gibt den Zentralen Grenzwertsatz in verschiedenen Varianten. Eine einfache Form lautet wie folgt,
fiir einen Beweis wende man sich an die Standardlehrbiicher [7, 8]:
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Seien {X;, X», ...X,,} unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen® mit Mit-
telwert 1 und Standardabweichung o. Dann konvergiert die Verteilung der Mittelwerte
X,=(X14+ Xo+ ...+ X,,)/n fiir n — oo gegen die Normalverteilung N (X ,,; p, o /+/n).

Das bedeutet, dass wir ohne eine Annahme iiber die Form der tatsidchlichen Verteilung der Einzel-
messungen {z;} zu machen, wissen, dass die daraus gewonnenen Mittelwerte normalverteilt sind,
sofern sie nur aus einer ausreichenden Anzahl n von Einzelmessungen gewonnen wurden. Wichtig
dabei ist lediglich, dass die beiden Voraussetzungen ,,unabhdngig® und , identisch verteilt* erfiillt sind,
was bei einer Mittelwertbildung aus unter gleichen Bedingungen durchgefiihrten Einzelmessungen
fiir gewohnlich der Fall ist. Was ,,ausreichende Anzahl“ genau bedeutet hdangt im Allgemeinen von
der konkreten Verteilung der {x;} ab. In der Regel ist jedoch eine Normalverteilung der Mittelwerte
bereits ab n > 10 akzeptabel erfiillt.

Wir betrachten dazu als Beispiel eine Zufallsgrof3e X, die der Einfachheit halber alle Werte im
Intervall [0, 1] mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen soll, d. h. es liegt eine gleichverteilte
Zufallsgrof3e vor und die Wahrscheinlichkeitsdichte der Grundgesamtheit ist:

1 furo<z <1
fgleich(x) = { - o (39)
0 sonst

mit einem Mittelwert i, = 0.5 und einer Standardabweichung o, = 1/(2v/3). Nun bestimmen wir
in einem Computerexperiment die Verteilung von Mittelwerten X,, = (X; + X, + ... + X,,)/n, die
jeweils aus n gemald (39) verteilten Zufallsgroen gebildet wurden. Abb. 5 zeigt nun, neben der
Dichtefunktion der Grundgesamtheit, die Dichte, die aus der Haufigkeitsverteilung von Mittelwerten
X, gewonnen wurde, jeweils als Histogramm. Dabei gibt X, in brauchbarer Niherung die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Gleichverteilung wider und der Unterschied zu einer Gaul3verteilung mit
gleicher Schwankungsbreite ist sehr auffallig. Je mehr unabhingige und gleichverteilte X; jedoch
in die Mittelwertbildung eingehen, desto mehr nihert sich die Verteilung dieser Mittelwerte einer
Normalverteilung N (u,,0,/+/n). Bereits fiir n = 10 sind dabei die Abweichungen praktisch zu
vernachlassigen.

Nun gibt es Verallgemeinerungen des Zentralen Grenzwertsatzes, die sogar noch weiterreichende
Schlussfolgerungen zulassen. Typisch dabei ist, dass eine der beiden Voraussetzungen ,,unabhdngig“
und , identisch verteilt“ zugunsten einer schwacheren Forderung an die Zufallsvariablen X; fallen-
gelassen wird. Dann lasst sich z. B. zeigen, dass die Summe von unabhingigen und beliebig (auch
unterschiedlich) verteilten Zufallsgro3en mit endlicher Varianz im Grenzfall n — oo normalverteilt
ist, solange eine weitere (schwache) Bedingung fiir die X; gilt, die im Wesentlichen sicherstellt,
dass nicht ein Teil der Summanden alle anderen dominiert (z. B. die Ljapunow Bedingung, s. [7]).
Physikalisch gesprochen heilst das: Setzt sich eine Messgrof3e aus einer gro3en Anzahl von unab-
héangigen unterschiedlich aber ,verniinftig* verteilten Einzeleffekten additiv zusammen, so ist diese
normalverteilt. Da dies in der Natur sehr haufig zutrifft, erklart sich so die ubiquitire Erscheinung
der Normalverteilung als (Ndherungs-)Verteilung physikalischer Grof3en.

3Hier wird also nichts {iber die konkrete Form der Verteilung vorausgesetzt, diese ist beliebig!
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Beispiel fiir den Zentralen Grenzwertsatz. Fir eine gleichverteilte ZufallsgrofRe X,
x € [0, 1] wird die Verteilung verschiedener Mittelwerte X,, = (X; + Xy + ... + X,,)/n
durch ein ,Computerexperiment” bestimmt. Die StichprobengréRe ist jeweils 10°.
Ganz oben: die Verteilung der Grundgesamtheit mit einem Mittelwert von p, = 0.5
und einer Standardabweichung von o, = 1/(2v/3). Die ,experimentell” ermittelten
Stichprobenverteilungen sind als Histogramme dargestellt. Zum Vergleich ist jeweils
eine Normalverteilung mit gleichem Mittelwert und gleicher Standardabweichung
a,/+/n gezeigt. Je mehr unabhangige ZufallsgréBen in die Mittelwertbildung eingehen,

desto schmaler wird die Verteilung der Mittelwerte und desto mehr néahert sich diese
einer Normalverteilung.
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2.3. Uberdeckungsintervall und Erweiterungsfaktor

Nehmen wir an wéhrend eines Experiments, in dem die physikalische Gréf3e X ermittelt werden
soll, wird ein Datensatz {xz;} bestehend aus n Einzelmessungen gewonnen. Dieser Datensatz wird
mit den in Absatz 2.1 dargestellten Methoden analysiert, und ergibt als Resultat z + sz, vgl. (5).

Der Zentrale Grenzwertsatz sagt uns nun, dass bei ausreichend grofRem n der gemessene Mittelwert
T aus einer normalverteilten Gesamtheit A (X; i, o) von Mittelwerten stammt deren Breite durch
sz = s/+/n abgeschitzt werden kann. Dann gibt nach Glg. (35)

P(z—s/vn<pu<Zz+s/yn)=0.683

die relative Haufigkeit an, mit der durch ein solches Experiment festgelegte Grenzen X + S/\/n
den unbekannten Mittelwert  der Grundgesamtheit enthalten. Man spricht deshalb von 68%
Uberdeckungswahrscheinlichkeit, die dem Intervall z + s/./n zugeordnet ist und daher auch von
einem 68%-Uberdeckungsintervall.

Dies ist nicht gleichbedeutend damit, dass fiir eine konkrete Realisierung des Intervalls z + s/y/n in
einem bestimmten Experiment die Wahrscheinlichkeit angegeben wird, mit der der “wahre Wert”
in diesem Intervall zu finden ist. Auch wenn es intuitiv naheliegend ist zu fragen: “Mit welcher
Wahrscheinlichkeit befindet sich der wahre Wert der Messgrof3e in dem durch mein Experiment
bestimmten Intervall?” so kann die konventionelle Statistik darauf jedoch keine Antwort geben,
denn p ist keine ZufallsgriofSe sondern der feststehende, aber unbekannte Erwartungswert der Grund-
gesamtheit. Gelost wird dieses Problem erst im Rahmen der Bayes’schen Statistik, im Rahmen derer
auf Grundlage der verfiigbaren Information auch dem wahren Wert p eine Verteilung zugeordnet
werden kann (siehe Kap. 4.3).

Um nochmals die Bedeutung des Uberdeckungsintervalls zu veranschaulichen: Nehmen wir an,
wir wiirden das Experiment noch einige Male wiederholen. Jede Wiederholung liefert einen neuen
Datensatz {z;}1,{z;}2, ..., {x:},. In Abb. 6 sind n = 8 Datensdtze dargestellt mit ihren jeweiligen
Mittelwerten 7; und den 68%-Uberdeckungsintervallen als Unsicherheitsbalken. Der im Normalfall
unbekannte, wahre Wert ;. der gemessenen Groe X wird dann in 68%, also ca. 2/3, der dargestellten
Balken zu finden sein.

Wenn uns 68% zu unsicher sind, sagt uns die Normalverteilung A (u, s/+/n), wie grofd wir in Einheiten
von s/y/n das Intervall wihlen miissen, um eine bestimmte Uberdeckungswahrscheinlichkeit zu
gewahrleisten. Wollen wir diese z. B. mit 95% festlegen, so wird das entsprechende Intervall eine
Breite von k - s//n mit k = 1.96 aufweisen. Der Faktor & wird dabei auch Erweiterungsfaktor genannt
und bei einer Unsicherheitsangabe von +£ - s/+/n von einer erweiterten Unsicherheit gesprochen.

Hinweis: Es ist in der Physik {iblich, in grafischen Darstellungen von Experimentdaten die Messpunk-
te mit sog. Unsicherheitsbalken (friiher: Fehlerbalken) zu versehen. Diese Unsicherheitsbalken haben
standardmél3ig die Lange von +s; = +s/4/n, vgl. (4). Sie représentieren also im Falle einer Nor-
malverteilung eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 68%. Im Falle der Angabe von erweiterten
Unsicherheiten mit £ > 1 ist daher stets der Erweiterungsfaktor explizit anzugeben.
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Abbildung 6: Darstellung der Resultate eines Experiments, in dem die Grof3e X in 8 Messreihen
ermittelt wurde. Jede Messserie ; liefert einen Datensatz, der hier durch seinen Mit-
telwert z; und das 68%-Uberdeckungsintervall als Unsicherheitsbalken reprasentiert
wird. Die Grafik sollte so interpretiert werden: Im Mittel werden 68% der Unsicherheits-
intervalle den (unbekannten) wahren Wert . der untersuchten GroRe X enthalten.

2.3.1. Die Student’sche t-Verteilung

Liegt den Schatzwerten fiir Mittelwert und Standardabweichung einer normalverteilten Zufallsgrof3e
X nur ein geringer Stichprobenumfang zugrunde, was im Grundpraktikum durchaus vorkommen
kann, so muss zur Angabe der Unsicherheit des Mittelwertes bzw. zur Angabe eines Uberdeckungsin-
tervalles zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit, ein Korrekturfaktor bertiicksichtigt werden.

Der Grund ist folgender: Wird von einem Datensatz aus n unabhingigen Messwerten {z;} einer
gemal N(u, o) normalverteilten Zufallsgrofe X, der empirische Mittelwert X gebildet, so ist
die ZufallsgroRe Y = (X — u)/(0/+/n) nach Glg. (37) standardnormalverteilt gemaB N(Y;0,1).
Schitzt man nun jedoch die Standardabweichung gema® S/+/n ab, dann ist die GroRe T' = (X —
1)/ (S/+/n) nicht mehr normalverteilt, da S neben X eine weitere Zufallsvariable darstellt, zu der
ebenfalls eine Verteilung gehort. Die Grofde T folgt in diesem Fall einer Stundent’schen t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden (Details siehe z. B. [7]). Diese Verteilung geht fiir gro3e n in eine A (0, 1)
Normalverteilung {iber. Die Varianz von 7" hdngt von der Stichprobengrof3e n ab und es gilt fiir n > 4:

-1
Var(T) = n 3
n J—

Nach den Rechenregeln zur Varianz Glg. (16) ergibt sich daher fiir ein Messergebnis inklusive
Standardabweichung zur Angabe der Unsicherheit:

3 n—1
T+ n_3~s/\/ﬁ. (40)
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n || t, fiir p = 0.683 | t, fiir p = 0.95

3 1.32 4.3

4 1.20 3.18

5 1.14 2.78

6 1.11 2.57

8 1.08 2.37

10 1.06 2.26
1000 1.00 1.96

Tabelle 1: Der Student’'sche ¢-Faktor fiir einige ausgewahlte StichprobengroRen n und zwei ver-
schiedene Uberdeckungswahrscheinlichkeiten p.

Insbesondere wird hier deutlich, dass fiir n < 3 die Angabe einer Standardabweichung nicht sinnvoll
moglich ist.

Analog ist vorzugehen, méchte man bei kleinen Stichprobengréen ein Uberdeckungsintervall
angeben. Meist sind die p-Quantile der t-Verteilung tabelliert, d. h. die Werte ¢, mit P(|7T—u| < t,) = p.
Das Uberdeckungsintervall fiir X ergibt sich dann mit Hilfe dieses sog. ¢-Faktors und der empirischen
Standardabweichung der Messdaten s zu:

TEt, s/\/n 41)

Fiir p = 0.683 und p = 0.95 kann der ¢-Faktor fiir einige Werte von n der Tabelle 1 entnommen werden.
Fiir gro3e n, so wird an dieser Tabelle auch deutlich, sind die aus der Student’schen t-Verteilung
und aus der entsprechenden Normalverteilung ermittelten Uberdeckungsintervalle identisch. In der
Praxis berticksichtigt man typischer Weise die in GIn. (40) und (41) angegebenen Vorfaktoren fiir
n < 10.
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3. Angabe von Messunsicherheiten nach GUM

3.1. Typ A Messunsicherheiten

Zum Zwecke der Angabe von Messunsicherheiten mit statistischen Mitteln (Typ A Unsicherheiten
nach GUM) konnen wir das bisher Gesagte wie folgt zusammenfassen: Die physikalische Grolse
X wird durch einen Datensatz bestehend aus n unabhdngigen Messungen {x;} = {x1,z2,...,2,}
reprasentiert. Als bester Schatzwert fiir die Messgrofde wird der empirische Mittelwert nach Glg. (2)

angegeben:
1
€r = ﬁ ;xw

und die Streuung des Datensatzes um den Mittelwert durch die empirischen Standardabweichung
nach Glg. (3) charakterisiert:
2w —x)?
S = n—1 .
Ist n dabei ausreichend grol3, ist z nach dem zentralen Grenzwertsatz der beste Schétzer fiir den
Erwartungswert einer Normalverteilung von Mittelwerten X deren Standardabweichung durch s//n

abgeschitzt werden kann. Also ist das Ergebnis als

T4 s/vn

anzugeben. Ist die Stichprobengrof3e klein und die Grof3e X normalverteilt, dann wird die Verteilung
der Mittelwerte besser durch eine ¢-Verteilung abgeschatzt und das Ergebnis fiir 4 < n < 10 nach
Glg. (40) angegeben:

n—1

n—3 s/vn
In manchen Féllen, wie z. B. in einem kernphysikalischen Zahlexperiment, dem eine Poissonvertei-
lung zugrunde liegt, ist die Abschatzung von Mittelwert und Standardabweichung aufgrund einer
einzelnen Messung moglich, deren Ergebnis angegeben wird als:

£+ +/T.

In jedem Falle wird der Messgrofde X also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zugeordnet. Die Stan-
dardabweichung dieser Verteilung wird dem Messergebnis laut GUM als sog. Standardunsicherheit
zugewiesen:

T+

X + 4/ Var(X) 42)

3.2. Typ B Messunsicherheiten

Wie bereits in Abschnitt 1 erwahnt, ist die Durchfiihrung hiufiger Wiederholmessungen nicht immer
moglich und praktikabel. Im Gegenteil miissen im experimentellen Alltag sehr haufig Unsicherheits-
abschitzungen auf andere Weise erfolgen. Diese konnen durch die konventionelle frequentistische
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Statistik jedoch nicht erfasst werden, da letztere nur Aussagen iiber relative Haufigkeiten treffen
kann. Eine einheitliche Beschreibung beider Arten von Unsicherheiten ist jedoch im Rahmen der
Bayes’schen Statistik moglich. Hier werden Wahrscheinlichkeiten nicht mehr als relative Haufig-
keiten verstanden, sondern charakterisieren unsere unvollstdndige Kenntnis liber das Eintreten von
Ereignissen auf der Basis der vorliegenden Information. Diese zugrunde liegende Information kann
durchaus eine durch einen Datensatz gegebene Verteilung relativer Haufigkeiten sein, aber eben
auch in anderer Art vorliegen, wie z. B. als Herstellerangabe iiber Toleranzgrenzen eines Messgera-
tes, als Literaturangabe aus vergangenen Messungen oder auch als eine (zwangslaufig subjektive)
Einschatzung eines Experten gewonnen aus der langjahrigen Erfahrung mit einem Experiment oder
einem Material.

Damit eine einheitliche Behandlung der Messunsicherheiten erfolgen kann, wird auch den gemaf
Typ B ermittelten Grof3en eine Wahrscheinlichkeitsverteilung f(x) zugeordnet. Im Gegensatz zur
frequentistischen Statistik trifft diese dann keine Aussage iiber eine (abgeschitzte) Verteilung
relativer Hiufigkeiten der Werte, die die GrofRe X annehmen kann, sondern gibt ein MaR dafiir an,
wie sehr wir, aufgrund der uns vorliegenden unvollstdndigen Information, vermuten, dass die Grofe
X einen bestimmten Wert hat. Dabei mag der Grofde X physikalisch gesehen ein Zufallsprozess
zugrunde liegen oder auch nicht.

Beispielsweise konnten wir auf der Grundlage vorliegender Informationen eine Wahrscheinlichkeit
dafiir angeben, dass der Wert einer bestimmten physikalischen Fundamentalkonstante zwischen
zwei vorgegebenen Grenzen liegt. So eine naheliegende und intuitiv sinnvolle Aussage ist im Rahmen
der konventionellen Statistik jedoch undenkbar, da es sich bei einer Fundamentalkonstant nicht um
eine Zufallsvariable handelt. Zur Beschreibung der uns vorliegenden Information iiber diese Grofde, ist
die Angabe einer Wahrscheinlichkeitsverteilung im Rahmen der Bayes’schen Statistik jedoch sinnvoll.
Diese Verteilung wird um so breiter sein, je ungenauer die uns vorliegende Information dartiber ist.
Im dem praktisch nie eintretenden Fall, dass wir {iber vollstandige Information verfiigen, wird die
Verteilung hingegen die Form einer Dirac’schen Deltafunktion §(z — xy) annehmen, d. h. unendlich
schmal werden.

3.3. Das Prinzip der maximalen Informationsentropie (PME)

Wie lasst sich nun bei gegebener Information eine Wahrscheinlichkeitsverteilung eindeutig zuordnen?
Diese Zuordnung erfolgt unter der Mal3gabe, dass die resultierende Verteilung ausschliefslich die
vorliegende Information widerspiegeln soll. Solch eine Verteilung wird dann vorurteilsfreie Verteilung
genannt. Das bedeutet z. B., dass wenn gegebene Information es nicht zul&sst, zwischen verschiedenen
sich ausschlieRenden moglichen Ereignissen in einem Problem zu unterscheiden, dann miissen diese
Ereignisse als gleich wahrscheinlich gewertet werden. Eine Verallgemeinerung dieses Prinzips ist
das Prinzip der maximalen Informationsentropie. Einer Grof3e X wird eine Verteilung f(z) dann
folgendermalen zugeordnet:

* Die Verteilung soll mit der gegebenen Information iibereinstimmen, wird also z. B. so gewéhlt,
dass ihr Erwartungswert mit dem besten Schitzer fiir den Messwert iibereinstimmt und auch
dass die Verteilung nicht Werten von X eine endliche Wahrscheinlichkeit zuweist, die von
vornherein ausgeschlossen sind.
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Abbildung 7: Die Informationsentropie S[px] fur einen einzelnen Minzwurf mit der Randbedingung
pi + pz = list flr px = 1/2 maximal; also ist px = p, = 1/2 die vorurteilsfreie
Verteilung fir einen Miinzwurf.

* Die Verteilung wird so gewahlt, dass sie gleichzeitig die sog. Informationsentropie

Sifl = — / f(z) n(f()) dz 43)

maximiert. Wie sich zeigen lasst ist dann sicher gestellt, dass die Verteilung vorurteilsfrei ist,
d. h. nur die gegebene Information widerspiegelt. Zur Begriindung von (43) und fiir weitere
Details sei der Leser auf [3] und [9] verwiesen.

Beispiel: Um die Vorgehensweise in einem ganz einfachen Fall zu demonstrieren, betrachten wir
einen Miinzwurf: die moglichen Ergebnisse des Miinzwurfes sind ,, Kopf“ (K) oder ,,Zahl“ (Z). Intuitiv
erwarten wir die Wahrscheinlichkeit p = 1/2 fiir jedes Ereignis. Wie wiirde man diese Wahrschein-
lichkeit nach dem PME ermitteln? Die vorliegende Information besagt, dass mit Sicherheit eines
der beiden Ereignisse eintritt, also px + p; = 1. Weitere Information liegt uns nicht vor. Die Infor-
mationsentropie ist dann in diesem Fall diskreter Ereignisse: S|pg, p.] = —px In(px) — pz In(pz).
Die Randbedingung beriicksichtigen wir durch Einsetzen von p; = 1 — px und erhalten: S[pg] =
—pr In(pr) — (1 —pk) In(1 —pk). Wie Abb. 7 zeigt und wie sich auch durch Nullsetzen der Ableitung
analytisch ergibt, hat S[px] ein Maximum bei py = 1/2, wie erwartet. Also ist px = pz = 1/2 die
vorurteilsfreie Verteilung fiir einen Miinzwurf.

Im allgemeinen Fall ist die Mathematik natiirlich etwas komplizierter. Die kontinuierliche Funktion
f(x) zu finden, die unter gegebenen Randbedingungen den Ausdruck Glg. (43) maximiert, stellt
ein typisches Variationsproblem der Funktionalanalysis dar, das sich mit Hilfe sogenannter Lagran-
gemultiplikatoren l0sen lasst. Ohne dass wir an diese Stelle auf weitere Details eingehen konnen
(siehe z.B. [3, 9]), soll ein weiteres Beispiel die Relevanz fiir die Anwendung in der Datenanalyse
verdeutlichen:

Beispiel: Sie messen im Grundpraktikum mit einem Drehspulmessgerét eine Spannung von 100 V.
Die vom Hersteller angegeben Toleranzklasse des Gerétes ist einem Aufdruck auf der Skala zu
entnehmen und betragt 2.5% des Messbereiches. Bei einem Messbereich von 600V sind dies also
15V. Wie ist groR ist der Unsicherheitsbeitrag aufgrund der vom Hersteller angegebenen Toleranz?
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Nach vorliegender Information liegt die gesuchte Spannung also im Intervall zwischen 85...115V,
da die Toleranzklasse maximale Abweichungen charakterisiert. Weitere Informationen liegen uns
nicht vor. Welche Verteilung soll nun unserer Messgrof3e sinnvoller Weise zugewiesen werden?
Eine Normalverteilung scheidet beispielsweise aus, da sie nicht mit der gegebenen Information
iibereinstimmt: Sie weist namlich auch beliebig grollen Abweichungen eine evtl. kleine aber endliche
Wahrscheinlichkeit zu, was der vorliegenden Information widerspricht.

Wird das Variationsproblem Glg. (43) unter den Randbedingungen [ f(z)dz = 1 (Verteilung ist
normiert) und mit der Information a < x < b (Wert liegt zwischen zwei Grenzen), d.h. f(z < a) =0
und f(z > b) = 0 gelost, dann ergibt sich als vorurteilsfreie Verteilung eine Gleichverteilung:

b—a 44)
0 sonst

{ L fir a<z<b

Die Varainz der Gleichverteilung betrigt 0> = (a — b)?/12. Ubertragen auf die Charakterisierung
des Drehspulmessgerites bedeutet dies: Die vorliegende Information gibt eine obere Schranke fiir
die Messabweichungen vor gemal} Uy, < U < Upax. Wenn keine weitere Information vorliegt,
ergibt sich aus dem PME Glg. (43) als vorurteilsfreie Verteilung, die den Stand der unvollstindigen
Kenntnis iiber die Messgrof3e wiedergibt, eine Gleichverteilung auf dem Intervall Uy, < U < Upax.
Die zugehorige Standardabweichung ergibt dann den gesuchten Unsicherheitsbeitrag aufgrund
der Toleranz zu urto)(U) = (Umax — Umin)/(2v/3) = 9V und das Ergebnis ist unter Vernachléssigung
eventueller weiterer Beitrdge U = (100 +9) V.

Auf diese Weise ist es moglich in verschiedenen Féllen einer Messgrofde aufgrund vorliegender
nicht-statistischer Information eine Verteilung zuzuweisen. Tabelle 2 zeigt dabei welche Verteilungen
fiir einige typische Félle von vorliegender Information durch das PME zugewiesen werden. Erneut
soll betont werden, dass die zugewiesene Verteilung dann keine Verteilung relativer Haufigkeiten
mehr darstellt, sondern die uns vorliegende unvollstdndige Information iiber die Messgrole abbildet.

Da nun sowohl die statistische (Typ A) als auch die nicht-statistische Information (Typ B) iiber
eine Messgrolde durch die jeweilig zugeordente Wahrscheinlichkeitsdichte ausgedriickt wird, ist es
einfach, beide Arten von Information in einer gemeinsamen Unsicherheitsangabe zu kombinieren.
Jeder Unsicherheitsbeitrag ist nun durch die Varianz (oder die Standardabweichung) einer Verteilung
charakterisiert. Und wie Varianzen von Verteilungen miteinander zu kombinieren sind, verrat uns
Glg. (16): Setzt man die Additivitat der zugehorigen EinflussgrofRen voraus, dann addieren sich die
Unsicherheiten (Standardabweichungen) quadratisch: Sind also ua(x) und ug(z) nach Typ A und B
ermittelte Unsicherheiten, ergibt sich die gesamte Unsicherheit zu:

Ugesame(7) = \/ ux(w) + up(w) (45)

Im Folgenden ein Beispiel fiir die Kombination von TypA/B Messunsicherheiten, wie es im Praktikum
vorkommen kann. Viele weitere ebenfalls fiirs Praktikum relevante Beispiele finden Sie in [5].

Beispiel: Mit dem Digitalmultimeter PeakTech 2010 DMM aus dem Praktikum haben Sie Hallspan-
nungen gemessen. Fiir gewisse Parameter von Probenstrom und Magnetfeld haben Sie als Mittelwert
aus fiinf Messungen eine Spannung von Uy = 45.3 mV erhalten. Die Standardabweichung wurde
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vorliegende Information . Erwartungswert
iiber die Messgrofie X zugeordnete Verteilung Standardabweichung
Gleichverteilung: ) ath
obere und untere Grenze 1 B= =
T fir a<z<b ba
a<z<b f(z) = B ==z
0 sonst 2v3
Dreiecksverteilung:
obere und untere Grenze s(o—a) ”
r—a - atb __ a+b
a<xz<b (b—a)? fir asz<® -T2
= 4b—=z . — b—a
Randwerte sehr @) (EE_T; fir <2 << =97
unwahrscheinlich
0 sonst
bester Schitzwert zo, Normalverteilung: f(x) P
Standardunsicherheit 1 (z— )2 _
us(2) 0= g e 7= tal2)
. . . (x)
bester Schitzwert z, Exponentialverteilung: o=z
1,
x>0 f(I):;("’/“' o=p=x
. o P.(N)
diskrete Zihlereignisse, Poissonverteilung: g = Ny
N
Einzelmessung N, P,(N) = %e*ﬂ o= /u=+vNy

Tabelle 2: Die eindeutige Zuordnung einer Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Wahrscheinlichkeits-
verteilung fur einige Beispiele von vorliegender Information tber eine kontinuierliche
MessgrolRe X bzw. diskrete Grolze V.
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gemil Glg. (40) zu us(Uy) = 0.23mV ermittelt. Zusétzlich kennen Sie die Toleranzangabe des
Herstellers fiir das Multimeter im Messbereich 200 mV DC: £(0.5%Mw + 5Dgt.). Bei einem Digital-
multimeter bedeutet dies: 0.5% des Messwertes plus 5 mal die kleinste signifikante Stelle auf der
Digitalanzeige. Bei einem Messwert von 45.3 mV ist dies: 0.005 - 45.3mV + 0.5 mV = 0.73 mV. Die
nach dem PME zugeordnete Verteilung ist wieder eine Gleichverteilung und die zugehorige Standard-
abweichung ist ur,(U) = 0.73/1/3 = 0.42mV. Damit ist die gesamte Unsicherheit gemiR Glg. (45):

Ugesame(U) = \/ug(UH) + u2,(U) = 0.48 mV. Das Ergebnis lautet also: Uy = (45.3 = 0.5) mV.

3.4. Die Fortpflanzung von Messunsicherheiten

In physikalischen Experimenten kann hiufig eine interessierende Grol3e g nicht direkt gemessen
werden, sondern muss aus Messungen verschiedener Hilfsgrofden z, v, z, . . . abgeleitet werden. Natur-
gemal sind die gemessenen besten Schatzwerte 7,7, Z, . . . der Hilfsgrof3en alle mit Unsicherheiten
behaftet: z = 7 + u(¥), y = y £ u(y), z = Z £ u(z), .... Die Frage, die sich nun stellt, ist, wie
ermittelt man g, also den besten Schitzwert, bzw. Erwartungswert von g, und wie propagieren die
Unsicherheiten in den HilfsgroRen in die Unsicherheit der interessierenden Gro3e g?

Die Grof3e g sei dabei mit den gegenseitig unabhingigen Hilfsgrof3en tiber das Gesetz

g=g(z,y,2,...) (46)

verkniipft. Beispiel: Die kinetische Energie ¢ = Eyi, sei liber die gemessenen Grofden m,v via
Fxin = (m/2)v? zu bestimmen. Die Messung der Masse m und der Geschwindigkeit v erfolgt mit vollig
verschieden konstruierten Instrumenten und Verfahren. Daher ist eine gegenseitige Beeinflussung
der Messungen nicht zu erwarten und m, v diirfen als unabhingig gelten.

Erwartungswert g:

In erster Naherung gilt, dass der beste Schatzwert von g, also der Erwartungswert g, sich aus den
gemessenen Hilfsgrofden 7, 7, z, . . . bildet gemalR:

g=9(z,y,z,...)~g(T.¥,% . ..) (47)

Streng ist dies nur fiir eine lineare Beziehung ¢(z,v, z,...) richtig. In der Praxis akzeptabel ist
Glg. (47) aber auch dann, wenn g(z, v, 2, . . . ) sich im Bereich der Unsicherheiten 7+ (), y+u(y) . ..
ausreichend linearisieren lasst.

Messunsicherheit (Standardabweichung) «(g):

Abb. 8 demonstriert anhand einer Variablen x, wie sich die Messunsicherheit von x auf die Unsicher-
heit der Grof3e g auswirkt abhéngig von der lokalen Steigung der Funktion an der Stelle z bzw. .
Obwohl die Unsicherheit von « fiir alle Werte gleich angenommen wird, u(z) = u(Z) = u(%), ergeben
sich drastisch verschiedene Unsicherheiten fiir g aufgrund der lokalen Steigung:

dg dg R
o 2| - u(®), (48)

A= Ox

z

u(g) = Ag =
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Abbildung 8: Die Auswirkung der Messunsicherheit u(z) einer gemessenen HilfsgrofRe x auf die
Unsicherheit einer interessierenden physikalischen GroRRe g ist abhangig von der
lokalen Steigung, d.h. der Ableitung der Funktion dg(z)/0x an der jeweiligen Stelle =
bzw. 7.

und analog fiir u(g). Wichtig zu beachten ist dabei, dass die Funktion g(x) im Bereich = + u(7)
ausreichend durch ihre Tangente an der Stelle z approximierbar, d. h. linearisierbar sein muss. Ist
die Funktion im Intervall 7 + «(Z) also ,,zu nervos“ und wechselt z. B. in dem bezeichneten Intervall
mehrfach das Vorzeichen ihrer Ableitung, dann sind der folgende Ausdruck, wie auch Glg. (47),
nicht brauchbar. In diesem Fall miisste man die aus den Verteilungen der HilfsgroRen resultierende
Verteilung der Grolde g numerisch, z. B. mit Hilfe einer Monte Carlo Methode [6], ermitteln.

Fiir die Belange des Praktikums ist es ausreichend anzunehmen, dass g(z, v, . . . ) sich in dieser Hinsicht
ausreichend gutmiitig verhélt. Setzt man nun weiter voraus, dass die Messungen der Hilfsgrof3en
x,y, z, ... sich gegenseitig nicht beeinflussen, diese also untereinander statistisch unabhéngig sind,
dann folgt aus dem Additionstheorem fiir Varianzen Glg. (16) das Gaul3’sche Fortpflanzungsgesetz

fiir Messunsicherheiten:
2 2
. dg . dg
§u<x>) " (ay §u<y>) ¥ (az

u(g) = \/ (5 )

z
Der Ausdruck g—g ‘a? bedeutet dabei, dass die partielle Ableitung von ¢g an der Stelle des Wertes =
auszuwerten ist.

2
u(z)) T (49)

Die Einsicht von Gaul3, dass sich die Standardabweichungen wie in (49) quadratisch fortpflanzen, ist
fiir den Experimentator dulderst wichtig. Setzen wir die entsprechenden Zahlenwerte ein, so offenbart
die Betrachtung der einzelnen Summanden unter der Wurzel, ob ein Experiment gut konzipiert wurde.
Uberwiegt ein Summand die anderen deutlich, so zeigt dies, dass die entsprechende GroRe zu wenig
prazise gemessen wurde, bzw. dass die dafiir verwendeten Instrumente und Verfahren verbessert
werden miissen. Da die Unsicherheiten quadratisch eingehen, ist es sinnlos zu versuchen, die Beitrage
an sich bereits kleiner Summanden noch kleiner zu machen. An den grofen Summanden muss
angesetzt werden. In diesem Sinne ist (49) auch ein wichtiges Instrument fiir Planung, Beurteilung
und Optimierung von Experimenten.
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Abschlie3end soll darauf hingewiesen werden, dass die einheitliche Anwendung von Glg. (49) auf
alle Messunsicherheitsbeitrdge entscheidend auf den Voraussetzungen und dem Wahrscheinlichkeits-
begriff der Bayes’schen Statistik beruht. Glg. (49) setzt voraus, dass es sich bei allen Beitrdgen um
Varianzen bzw. Standardabweichungen handelt, d. h. dass allen Unsicherheitsangaben Verteilungen
zugrunde liegen. Im Rahmen der konventionellen Statistik ist die Zuordnung einer Verteilung z. B.
fiir systematische Messabweichungen meist nicht méglich. Die Angabe von Unsicherheiten dieser
Art miisste dann stets getrennt von den statistischen Unsicherheiten erfolgen. Nur die Fortpflanzung
von Typ A Unsicherheiten diirfte dann gemaR3 Glg. (49) erfolgen, alle anderen Beitrdge miissten
auf andere Weise, z. B. iiber den sog. Grof3tfehler abgeschitzt werden [2]. Allgemein gilt dieses
Verfahren deshalb als unpraktikabel und so ist der Bayes’sche Ansatz Grundlage fiir das durch den
GUM und seine Ergdanzungen vorgeschlagene international einheitliche Verfahren zur Ermittlung
und Angabe von Messunsicherheiten.

Beispiel: Bestimmung der Brennweite F' einer Linse

Die Brennweite F' einer Linse werde durch die unabhingige Messung der Gegenstandsweite a und
der Bildweite b einer Abbildung eines Testgegenstandes ermittelt. Die Messung liefert die Information
a=a+u(a)und b = b+ u(b). Wie grol? ist der sich daraus ergebende Schitzwert fiir die Brennweite
der Linse F und wie lisst sich die Standardabweichung der Verteilung von F' abschatzen?

Die Brennweite F' errechnet sich als 1/F = 1/a + 1/b, also
a-b

F = F(a,b) = " (50)
Gemal (47) folgt dann fiir den Erwartungswert f
Fo b (51)
a+b
Die Standardabweichung u(ﬁ) erhalt man nach (49) als
o~ OF| . \° [OF|] ~\°
u(F) = \/<% a. u(a)) + <% Z' u(b)) (52)
1 N2~ ~\ 2
= — b2 - u(a))” + (a2 - u(b (53)
V@ @) @)

Bemerkung zur Unabhingigkeit von Messgrof3en: Der Experimentator konnte auf die Idee kom-
men, statt jeweils die Strecken « und b zu messen, einmal den Abstand zwischen Gegenstands- und
Bildebene | = a + b zu messen und dann in der Folge nur noch eine Strecke, z. B. a zu bestimmen.
Auf die Messung von b konnte er dann verzichten, da sich ja b aus a ergibt: b = [ — a. Wenn dieser
Weg gewahlt wird, ist aber die Messgrofse b nicht mehr unabhdngig von a, und die obige Analyse nicht
mehr zulassig!

Regel: Die interessierende Grof3e ist stets durch jene Grolden darzustellen, die durch eine unabhdngige
Messung ermittelt werden. In diesem Fall ist also die Brennweite durch « und [ auszudriicken:
a-(l—a) a-(l—a)

F:F(a’l):a—i—(l—a): l (54)
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Fiir den Schitzwert der Brennweite F = [ + u(ﬁ) erhalten wir dann nach (47) und (49)

a(l—a)

7
u(F) = \/ (7‘13%@)2 ¥ (;—u@) (56)

3.5. Angabe des vollstandigen Messergebnisses mit Unsicherheit

F= (55)

Das Endergebnis einer Datenanalyse besteht meist in der Angabe eines vollstandigen Messergebnisses
mit Unsicherheit. Die Zahlenwerte sind dabei sinnvoll auf- oder abzurunden. Auf wie viele signifikante
Stellen genau das Messergebnis angegeben wird, hangt dabei von der Unsicherheit ab. Es gelten
folgende Regeln:

* Die abschliellende Angabe einer Unsicherheit hat mit hochstens zwei signifikanten Stellen zu
erfolgen. Ist bei dem Zahlenwert der Unsicherheit die erste von Null verschiedene Ziffer von
links eine 1 oder eine 2, dann soll die Angabe zwei signifikante Stellen enthalten, da sonst die
Gefahr zu grofder Rundungsabweichungen (bis zu 90%!) besteht.

* Das Messergebnis wird auf die selbe Stelle gerundet, wie die Unsicherheit.

* Beim Runden des Messergebnisses gilt: Ist die auf die Rundungsstelle folgende Ziffer < 4 wird
abgerundet, ist die Folgeziffer > 5 wird aufgerundet.

* Beim Runden von Unsicherheiten gilt: Abgerundet wird nur, wenn sich der Unsicherheitsbetrag
durch das Abrunden um hochstens 5% reduziert. Ansonsten wird immer aufgerundet!

* Mehrfachrundungen sind zu vermeiden. Werden gerundete Zwischenergebnisse angegeben,
ist trotzdem mit der vollen Anzahl an Stellen weiter zu rechnen.

Beispiel: Bestimmung der Fallbeschleunigung g 4 u(g). Rundung des vollstindigen Messergebnisses
fiir verschiedene Werte der Messunsichertheit:

Primérdaten: | ¢ 9,814 73 m/s? 9,814 73 m/s? 9,814 73 m/s?
u(g) 0,063 42 m/s? 0,083 42 m/s? 0,015 34 m/s?
Rundungsstelle: | | 0,01 | 0,01 | 0,001
gerundet: | u(g) 0,07 m/s? 0,08 m/s? 0,015 m/s?
Ergebnis: (9,81 = 0,07) m/s? | (9,81 = 0,08) m/s? | (9,815 = 0,015) m/s?
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4. Beurteilende Datenanalyse

Die Methoden der Naturwissenschaften sind geprédgt von einem Wechselspiel aus systematischen
Naturbeobachtungen und daraus folgend der Entwicklung von Hypothesen und Theorien, meist
als mathematische Modelle formuliert, die dann wiederum durch weitere Experimente und Beob-
achtungen tiberpriift werden. In diesem Zusammenhang ist es entscheidend, auf der Grundlage
vorliegender Messdaten trotz unvollstdndiger Information und vorhandenen Messunsicherheiten zu
objektiven Aussagen iiber die Vereinbarkeit von Theorie und experimentellen Daten zu gelangen.

Bereits in der Fragestellung zeigt sich hier wieder der Unterschied zwischen der Herangehensweise
der konventionellen frequentistischen Statistik auf der einen Seite und der Bayes’schen Statistik auf
der anderen, die wir in den vorangegangenen Abschnitten bereits diskutiert haben: Intuitiv wird
man z. B. geneigt sein zu fragen: ,,Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist bei vorliegendem Datensatz
{z;} Theorie XY richtig?“ — Diese Frage lasst sich jedoch nur im Rahmen der Bayes’schen Statistik
sinnvoll stellen. Dort l&sst sich auch einer Hypothese, einer Aussage wie ,,Theorie XY trifft zu“ eine
Wabhrscheinlichkeit zuordnen, die dann keine relativen Haufigkeiten angibt, sondern den Stand der
vorliegenden Information abbildet, wie wir bereits in Abschnitt 3.2 gesehen haben.

Im Rahmen der konventionellen Statistik, die sich stets auf relative Haufigkeiten bezieht, wird man
deshalb die Frage eher indirekt stellen: ,Angenommen Theorie XY ist richtig, wie grof3 ist dann
die Wahrscheinlichkeit, den vorliegenden Datensatz {z;} zu messen?“ Diese Frage bezieht sich auf
die Grundgesamtheit der Datensétze zur GroRe X, deren relative Haufigkeiten wir im Rahmen der
konventionellen Statistik immerhin abschétzen konnen. Ist die resultierende Wahrscheinlichkeit
dann zu gering, werden wir die Theorie ablehnen, ist sie hoch werden wir geneigt sein, das Modell
zu akzeptieren.

Die Grundidee von Hypothesentests wollen wir anhand einiger Beispiele zunadchst im Rahmen der
konventionellen frequentistischen Statistik erlautern. Abschnitt 4.3 gibt dann einen kleinen Ausblick
darauf, wie Hypothesentests auch im Rahmen der Bayes’schen Statistik durchgefiihrt werden konnen.

4.1. Hypothesentests in der konventionellen Statistik

Unter einer Hypothese versteht man in der Datenanalyse eine Annahme iiber die Verteilung einer
Messgrolde, z.B. die Annahme dass die Verteilung der Schwingungsdauer 7' eines Pendels den
Mittelwert T = 5.5 s aufweist. Der Test einer Hypothese ist ein Priifverfahren, das man anwendet,
um die Entscheidung zu objektivieren, ob eine bestimmte Hypothese mit den vorliegenden Daten
vertraglich ist, oder nicht. Im ersten Fall wird die Hypothese angenommen, im zweiten Falle verworfen,
denn ,es besteht ein objektiver Grund zur Annahme, dass die Daten nicht mit der Hypothese
vertraglich sind“.

4.1.1. Hypothesentest in einer einfachen Situation

Wir betrachten die einfachste Variante eines solchen Tests und testen die Hypothese, wonach eine
gemessene physikalische Grof3e einen spezifischen Wert aufweisen soll:
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Beispiel: Das Stromnormal

Im Labor haben wir ein Stromnormal, das einen Strom von 15 pA liefern soll. Im Praktikum soll
die Hypothese, wonach der Ausgangsstrom des Normals 15 pA betrage (Herstellerangabe), durch
Messungen untermauert oder widerlegt werden. Dazu wird eine Serie von 50 Strommessungen
durchgefiihrt und gemal Abschnitt 2.1 analysiert. Das Resultat liefert einen mittleren Strom von
I = 14.85 pA mit einer empirischen Standardabweichung von s = 0.3 pA. Muss daraus geschlossen
werden, dass die Stromangabe 15 pA nicht stimmt?

Test: Wir betrachten den gemessenen Mittelwert als eine Stichprobe, die aus einer normalverteilten
Gesamtheit gezogen wurde. Wir nehmen zunéchst an, unsere Ausgangshypothese sei korrekt. Damit
hat die Normalverteilung den Mittelwert ;« = 15 pA. Die Standardabweichung der Verteilung schitzen

wir durch die empirische Stichprobenvarianz ab und erhalten T = % = 0.042 pA.

Nun wéhlen wir ein Signifikanzniveau (eine Vertrauensgrenze) «, z. B. a = 1%. Sollte die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die gefundene Abweichung unseres Messwertes vom hypothetischen Mittelwert
rein auf zufalligen Schwankungen beruht kleiner sein als «, dann betrachten wir diese Abweichungen
als statistisch signifikant und lehnen die Hypothese ab.

Die Differenz des gemessenen Mittelwertes zum hypothetischen Wert betrdgt in unserem Fall

(15.0 — 14.85) pA = 0.15 pA, oder, ausgedriickt in Einheiten der Standardabweichung, (?.'o% = 3.5.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, experimentell einen Mittelwert I zu erhalten, der kleiner oder gleich
14.85 pA ist, liegt, das zeigen Tabellen der Verteilungsfunktion der Normalverteilung, bei 0.02% also
deutlich unter dem von uns gewéahlten Niveau a. Wir haben deshalb objektiven Grund anzunehmen,
dass die Daten nicht mit der Hypothese vertraglich sind.

p-Quantil: In diesem Beispiel stellt der Wert 3.5 Einheiten der Standardabweichung, bzw. der
entsprechende Wert auf der Stromskala, das ,,0.02%-Quantil“ dar. Das p-Quantil einer gegebenen
Verteilung ist also ein Messwert mit der Eigenschaft, dass verglichen mit ihm im Mittel p - 100% der
Messwerte kleiner sind und mindestens (1 — p) - 100% gro3er ausfallen.

Zusammenfassung: Schritte fiir den Hypothesentest

1. Zunichst spezifiziere man die Hypothese (oft besteht diese in der Angabe eines Parameterwer-
tes), so dass daraus die Verteilungsfunktion bestimmt werden kann, aus der die Stichprobe
stammen miisste sofern die Hypothese richtig ist.

2. Dann bestimme man die statistischen Maldzahlen der Stichprobe z. B. Mittelwert, Standardab-
weichung, etc.

3. Man wahle ein Signifikanzniveau «; je empfindlicher man auf Abweichungen von der Hypothese
testen will umso grofser wihle man «; je sicherer man hingegen sein will, dass gefundene
Abweichungen systematischer Natur sind, desto kleiner wahle man «.

4. Nun bestimmt man das a-Quantil der Verteilung (oder das (1 — «)-Quantil, je nach Situation)
und vergleicht es mit dem erhaltenen Messwert. Ist dieser weiter vom hypothetischen Mittelwert
entfernt als das a-Quantil, so ist die Hypothese abzulehnen. Alternativ kann man auch einer
Tabelle der p-Quantile den zum Messwert gehorigen p-Wert entnehmen und ihn mit dem
gewdahlten Wert « vergleichen. Ist p < «, so ist die Wahrscheinlichkeit die Stichprobe zu

32



realisieren zu klein, falls die Hypothese wahr ist. Es besteht dann ebenfalls Grund anzunehmen,
dass die Daten nicht mit der Hypothese vertraglich sind.

4.2. Der x2-Test: Vergleiche Theorie und Experiment

Der y2-Test (Chi-Quadrat-Test) liefert ein MaR fiir die Vertraglichkeit eines Datensatzes mit einer
theoretischen Vorhersage fiir den Fall dass Datenwerte y; als Funktion eines gewissen Merkmals z;
erfasst wurden [14, 15]. Zum Beispiel konnte eine experimentell ermittelte Haufigkeitsverteilung
h(z) einer Messgrof3e X mit einer hypothetischen Verteilungsfunktion () verglichen werden
oder die experimentell gefundene Temperaturabhéngigkeit einer physikalischen Groe ¢(7T') zur
Uberpriifung einer Theorie herangezogen werden, die ¢(T") vorhersagt. Der Grundgedanke des
x>-Tests ist dabei sehr einfach: Man quantifiziert die Abweichungen von theoretischer Vorhersage
und experimentellen Daten mittels einer GroRe 2. Ist diese zu grof3, so wird beispielsweise die
Hypothese: ,,o(x) représentiert die Verteilungsfunktion der Daten“ verworfen. Liegt der Unterschied
unterhalb eines gewissen Wertes, der natiirlich von der Grof3e des Datensatzes abhingt, so wird
die Hypothese angenommen. Zunichst miissen wir also die Abweichung von Messwerten und
theoretischer Erwartung quantifizieren und Aussagen iiber die Verteilung dieser ,,Abweichungsgrof3e“
x? treffen.

Summe der quadratischen Abweichungen und 2-Verteilung

Experimentell sei ein Datensatz {y; } mit zugehorigen Unsicherheiten u(y;) ermittelt worden, z. B. die
empirische Verteilung von Haufigkeiten der erhaltenen Werte x; einer MessgroRe X . Dann beschreibt
die Quadratsumme der gewichteten Abweichungen oder auch Residuen R; = (y; — ¢(z;))/u(y;) wie
gut die Messwerte mit einem theoretisch erwarteten Verhalten o(x;) vertrédglich sind, also:

n n 2
=Y r= (y_—go(fc)) (57)

: u(?h)

Um als néichstes Aussagen tiber die Verteilung der GrofSe x? treffen zu konnen, ist folgender Satz
iiber die Verteilung der Quadrate von normalverteilten Zufallsgrofden der Ausgangspunkt:

Seien { Ry, R», ... R} unabhéngige und geméal} N(0, 1) standardnormalverteilte Zufalls-
groken. Die GroRe 7, = Y. R? ist dann y>-verteilt mit &k Freiheitsgraden und der
Dichtefunktion:
Sk/2=1 p=2/2
By=2°>"___ -
ez k) = St )

Wichtig ist also, dass die R; statistisch unabhdngig und standardnormalverteilt sind. Sind dabei die
Zufallsgroflen Y; nach N(u;, 0;) normalverteilt und ist die Theorie ¢(X;) korrekt, dann beschreibt
¢(x;) gerade den Erwartungswert von Y;, also ¢(z;) = p; und u(y;) = o0;. Damit entsprechen die R;
aber gerade der Transformation aus Glg. (36) und sind somit /N (0, 1) normalverteilt. Ob die Grof3en
Y; allerdings normalverteilt sind muss im Einzefall geklart werden. Typisch wére, dass es sich bei den
experimentell ermittelten y; selbst bereits um Mittelwerte handelt und so der Zentrale Grenzwertsatz
zumindest die ndherungsweise Normalverteilung sichert, oder dass Y; binomialverteilt ist aber man

(58)
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Abbildung 9: Die Dichtefunktion der x2-Verteilung f,2(z,n) fir verschieden Freiheitsgrade n.

die Normalverteilungsndherung fiir groRe n wie in Glg. (31) zugrunde legen kann. Fiir diese beiden
praxisrelevanten Fille lernen wir weiter unten je ein Beispiel kennen.

Eine weitere wichtige Voraussetzung ist die Unabhdngigkeit der Residuen. Sie legt direkt die Zahl
der Freiheitsgrade k der Verteilung fest. Diese Zahl kann durchaus kleiner sein als die Anzahl n
der Summanden in Glg. (57), sei es weil die y; z. B. relative Haufigkeiten sind und so wegen der
Normierung )" y; = 1 die Zahl der Freiheitsgrade um einen reduziert wird (aus n — 1 bekannten y;
lief3e sich y,, ausrechnen), oder weil die Funktion ¢(z) evtl. freie Parameter enthélt, die durch den
Datensatz {y;} erst festgelegt werden, was die Zahl der Freiheitsgrade eben um die Anzahl dieser
freien Parameter verringert.

Fir k = 1 lasst sich Glg. (58) tibrigens leicht nachvollziehen, indem man in der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Normalverteilung » = 2? substituiert:

2 1 /
N(;C, 07 1) dr = — eix2/2 dr = — efo/Q de — < 672/2 dz

V2r v/2m v2r
fe(2,1)

Abb. 9 zeigt die Dichtefunktion f,2(z, k) der x*-Verteilung fiir einige Freiheitsgrade. Die p-Quantile
der y%-Verteilung sind tabelliert, siche Anhang A.

4.2.1. Der x?-Test: Vergleiche Datensatz mit hypothetischer Verteilung ¢ ()

Folgendes sei die Ausgangslage: In einem Experiment hat man die Grofde X gemessen und nach
der Messung liegt ein Satz Daten {z;,...,z,} vor. Hypothese: Wir verfiigen iiber gute Griinde
anzunehmen, dass die Daten einer bestimmten Verteilung ¢(x) folgen. Die grundsétzliche Strategie
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wird nun sein, zunadchst den Datensatz als Histogramm darzustellen und dann die so ermittelten
Klassenhaufigkeiten b; mit den aus ¢(x) ermittelten Haufigkeiten zu vergleichen.

Vorgehen:

1. Histogramm: Unterteile die z-Achse in k-Intervalle (Klassen) Iy, I, . .., I; derart, dass jedes
Intervall mehr als 5...10 Datenwerte enthélt. Eventuell miissen Randklassen zusammengefasst
werden, damit diese Belegung zustandekommt. Dann bestimme man die Anzahl Daten b;, die
in jeder der Klassen /; liegen. Die Summe aller b; ergibt die Anzahl Daten n = Z§:1 b;. Diese
Bedingung wird die Zahl der Freiheitsgrade auf k£ — 1 reduzieren.

2. Aus der hypothetischen Verteilung ¢(z) berechne man fiir jedes Intervall /; die Wahrschein-
lichkeit p;, mit der ein Datenpunkt einen Wert innerhalb des j-ten Intervalls annimmt. Daraus
berechne man die Anzahl der theoretisch in der Klasse I, erwarteten Datenwerte e; = np;.

3. Beziiglich einer Klasse j sind die Haufigkeiten b; Binomialverteilt (Wahrscheinlichkeit, dass
bei n Messungen der Gro3e X der Messwert b;-mal in die Klasse j fallt). Nehmen wir nun
an es liegen geniigend Messwerte in jeder Klasse vor (> 10, geschickte Klasseneinteilung bei
der Konstruktion des Histogramms wird also vorausgesetzt!), so dass gemaf3 Glg. (31) die
Haufigkeiten b, in jeder Klasse ndherungsweise normalverteilt sind. Dann kénnen wir die
Unsicherheit wie folgt abschétzen: u(b;) ~ /np; = ,/e; und berechnen die Abweichung der
Daten von der Hypothese gemal3:

k k72
b — €J . bj
-yl oyt (59)
J=1 7=1

4. Man wahle eine Signifikanzzahl (Vertrauensgrenze) «, z.B. 5%, 1%, oder dhnlich.

5. Mit Hilfe einer Tabelle der y?-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden (siehe Anhang) bestimme
man das (1 — «a)-Quantil x3__, so dass mit der Wahrscheinlichkeit 1 — « zuféllige Abweichungen
der experimentellen Haufigkeiten von der theoretisch erwarteten Verteilung kleiner sind als
Xi o

P <X, =1-a (60)

6. Ist x2 < x?__, so wird die Hypothese angenommen. Ist hingegen Y2 > x?__, so wird sie
verworfen, denn es besteht objektiv Grund zur Annahme, dass der Datensatz {z;} nicht mit
der Verteilung ¢(z) kompatibel ist.

Ein Beispiel: Mendels Erbsen

Folgendes ist eines der klassischen Experimente, die Gregor Mendel 1865 publizierte um seine
Vererbungstheorie zu bestitigen. Er untersuchte Erbsen um die dominant-rezessive Vererbung
einzelner Merkmale zu belegen. Dabei betrachtete er in einem bestimmten Experiment bei 556
Erbsen die Merkmale Form (rund oder kantig) und Farbe (griin oder gelb) und beobachtete folgende
Haufigkeiten der Merkmalskombinationen:

rund/gelb ‘ rund/griin ‘ kantig/gelb ‘ kantig/griin
315 | 108 | 101 | 32
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wiahrend seine Theorie Haufigkeiten dieser Merkmale im Verhaltnis 9:3:3:1 vorhersagt. Kann die
Theorie nun durch diese Daten bestatig werden? Wir wahlen als Signifikanzniveau o = 5%. Dies
fiihrt zu einem 95%-Quantil, welches sich fiir £ — 1 = 3 Freiheitsgerade aus der Tabelle im Anhang
ablesen lésst x3 o; = 7.81. x7 ergibt sich andererseits nach (59) zu:

,_ 16 (315 108 101 32°
Xo = 556 \ g 3 3 1

) — 556 =0.47 < 7.81

Damit nehmen wir die Hypothese an und betrachten die Theorie als bestéatigt. Jedoch ist der kleine
Wert von Y? durchaus auffallig. Ein Blick in die y? Tabelle im Anhang lehrt uns, dass im Falle von
zufélligen Schwankungen um die von der Theorie vorhergesagten Mittelwerte solch ein kleines (oder
noch kleineres) x? nur in weniger als 10% aller Fille vorkommt. Genauer gehort ein Xi = 0.47 zu einer
Wahrscheinlichkeit p = P(x? < 0.47) = 0.07. Das ist aber grenzwertig: Deutet ein unwahrscheinlich
groRes y? darauf hin, dass die Theorie falsch ist, so folgt auch fiir ein unwahrscheinlich kleines y?,
dass es sich nicht um zuféllige Abweichungen vom Mittelwert handelt. Vielmehr lasst sich schliel3en,
dass entweder die Daten manipuliert wurden um eine bessere Ubereinstimmung mit der Theorie zu
erhalten (!), oder dass die Unsicherheit der Messwerte falsch eingeschétzt wurde. Im vorliegenden
Fall ist tatsdachlich mehrfach der Verdacht gedulRert worden Gregor Mendel (oder sein Gértner ;-) )
konnte die Daten manipuliert haben, um die Theorie besser aussehen zu lassen [16].

4.2.2. Der x*-Test: Vergleich einer Messreihe y;(x;) mit theoretischer Voraussage 7(x)

Bei physikalischen Experimenten treffen wir haufig folgende Situation an: Wir messen eine Grof3e y,
die von einer Variablen x abhdngt. Zum Beispiel konnten es sich um die Temperaturabhangigkeit
von Materialeigenschaften handeln, oder die Abstandsabhangigkeit der elektrischen Feldstidrke von
einem geladenen Objekt oder, wie im nédchsten Beispiel, der Zerfall von Bierschaum als Funktion der
Zeit.

In jedem Fall messen wir die Grof3e y fiir n verschiedene x; und bestimmen die zugehorigen
Unsicherheiten, so dass wir fiir jedes x; einen Messwert y; sowie die Unsicherheit u(y;) erhalten.
Dann berechnen wir die Abweichung unserer Daten von der Theorie gemal3:

= Z (y_—”(‘”)y (61)

p u(yZ)

Man beachte, dass dabei Messwerte mit einer gro3en Unsicherheit geringer gewichtet werden als
solche mit kleinem wu/(y;).

Nun ist es in den meisten Fallen jedoch so, dass das mathematische Modell, das wir gerne iiberpriifen
mochten, nicht vollstdndig durch die physikalische Theorie festgelegt ist, sondern freie Parameter
enthalt, die durch unsere Messdaten y;(z;) erst bestimmt werden miissen. Beispielsweise konnte
es sein, dass wir fiir (x) einen linearen Zusammenhang erwarten: 7(x) = a - x + b, die Parameter
a und b jedoch unbekannt sind. Generell wird man die freien Parameter dann so wahlen, dass >
minimal wird. Fiir eine lineare Funktion 7(x) ist dieses Problem analytisch l6sbar und das Verfahren
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nennt sich lineare Regression. Durch Nullsetzen der Ableitungen: 8)(28(:,17) =0 und w = 0 erhalt
man unter der Voraussetzung, dass alle u(y;) gleich grof? sind:

_ ny wy — Qo) Q0 yi)
T B SFAT (62)
L (S — (S (S ) )

nd ;= (o w)?

Im allgemeineren Fall, dass die Funktion 7(z) nichtlinear ist oder dass die Messunsicherheiten
u(y;) unterschiedlich ausfallen, wird man y? numerisch minimieren. Auch wenn wir auf die dabei
angewandten Methoden an dieser Stelle nicht ndher eingehen konnen, sei als Stichwort der Levenberg-
Marquardt Algorithmus erwahnt, der hier in ganz vielen praktischen Fillen Anwendung findet. Dem
interessierten Leser sei dazu das Kapitel Modeling of Data in den Numerical Recipes empfohlen,
welches nicht nur die mathematischen Zusammenhéange leicht verstandlich aufbereitet sondern auch
fertig programmierte Routinen anbietet [17].

Nehmen wir nun an, wir haben mit dem geeigneten Verfahren s freie Parameter durch Minimierung
von x? iiber unsere n Messpunkte festgelegt. Dann ergibt sich aus unseren Messdaten und Glg. (61)
ein Wert x2 . fiir das so erhaltene minimale y? und wir kénnen den y? Test durchfiihren, indem wir
wieder eine Vertrauensgrenze « festlegen und das 1 — «-Quantil der 2 Verteilung, diesmal fiir n — s
Freiheitsgrade nachschlagen. Und dann gilt wie immer: ist y2 . grofer lehnen wir das Modell ab, ist
es kleiner akzeptieren wir.

Auch hier nochmal eine Zusammenfassung des Verfahrens:

* Durch unser Experiment gewinnen wir n Messwerte der Groe Y mit den zugehorigen Unsi-
cherheiten, also n Zahlentripel der Form {z;, y;, u(y;) }-

* Mit einem geeigneten Verfahren wahlen wir die s freien Parameter in unserem mathematischen
Modell n(z;ay,. .., a,) so, dass x? aus (61) minimal wird.

* Mit dem so erhaltenen y?2,, fithren wir einen x*-Test mit n — s Freiheitsgraden durch. Fiir
zu grofle 2., ist das Modell (z) abzulehenen, bei zu kleinen Werten erhebt sich u. U. der
Verdacht auf Datenmanipulation oder die Messunsicherheiten wurden falsch eingeschéatzt.

Ein Beispiel: Der Zerfall von Bierschaum

Betrachten wir ein Beispiel und untersuchen den Zerfall von Bierschaum. Dabei wird in einem zylin-
drischen Glas zu verschiedenen Zeiten ¢; die Hohe h; des Bierschaumes gemessen. Das Experiment
wird wiederholt, am besten mit der bevorzugten Marke des Experimentators ;-), und zu jedem
Zeitpunkt ¢; die mittlere Hoéhe h; mit zugehériger Unsicherheit u(h;) ermittelt. Abbildung 10 zeigt
Messdaten aus [15], die fiir Erdinger Weil3bier gewonnen wurden. Es wurden im Zeitraum zwischen
0 und 360s 15 Messpunkte h; und deren zugehdérige Unsicherheiten u(h;) bestimmt.

Nun fragen wir uns, was als mathematisches Modell fiir den Bierschaumzerfall in Frage kommt. Wenn
die Zerfallsrate proportional zum Volumen des Schaums und damit zur Hohe in einem zylindrischen
Glas ist, also dh/dt o« h, dann erwarten wir exponentiellen Zerfall geméaR:

h(t) = hoe (64)
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Abbildung 10: Der Zerfall von Bierschaum bei Erdinger Weillbier: Hohe des Schaums als Funktion
der Zeit h(t), die Messunsicherheiten sind als Fehlerbalken dargestellt. Die Daten
sind aus [15] entnommen. Durchgezogene Linien: exponentielles und lineares Zer-
fallsmodell nach GIn. (64) und (65).

mit der Anfangshohe h, und der Zeitkonstante 7, nach welcher die Hohe auf 1/e des Anfangswertes
abgefallen ist. Als Alternativmodell testen wir einen linearen Zerfall gemal3:

ht)=ho (L—t/t)),  t<to (65)

mit einer Anfangshohe hy und einer charakteristischen Zeit ¢, nach deren Verstreichen kein Schaum
mehr vorhanden ist. Zunichst minimieren wir y? mit Hilfe des Levenberg-Marquardt Algorithmus
und erhalten dabei folgende Parameter:

ho/cm | to/s bzw. 7/s | X2,
linear 16.1 438.2 91.5
exponentiell | 16.8 282.5 10.1

Nur, ob diese Parameter irgendeine Relevanz haben, erfahren wir erst, wenn klar ist ob die be-
obachteten Abweichungen der Messdaten von dem jeweiligen theoretischen Modell mit hoher
Wahrscheinlichkeit auf statistische Messunsicherheiten zurtickzufiihren sind. Salopp gesagt, kann
man auch ,,einen Elefanten mit einer Geraden anfitten“ d.h. Parameter finden, die das x? minimieren,
die jedoch, da das Modell ungiiltig ist, vollig bedeutungslos sind. Auskunft dariiber, ob dem so
ist gibt uns nun der y?-Test. Wir bestimmen das 95%-Quantil der y?-Verteilung mit n — s = 13
Freiheitsgraden, d. h. wir wéhlen eine Vertrauensgrenze von 5% und erhalten aus der Tabelle im
Anhang den Wert x;.,, = 22.4. Das bedeutet, dass man im Falle der Giiltigkeit des Modelles h(t)
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% Werte fiir y? erhalt, die kleiner oder gleich 22.4 sind. Damit
zeigt sich, dass der exponentielle Zerfall ein akzeptables Modell darstellt, wiahrend wir das lineare
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Zerfallsgesetz verwerfen miissen. Dies ist keine knappe Entscheidung, da sich zeigt, dass die Wahr-
scheinlichkeit ein y? > 91.5 zu erhalten bei 13 Freiheitsgraden lediglich P(y* > 91.5) = 2.8 .10~
betragt. Wir haben also objektiven Grund die Hypothese ,linearer Zerfall“ zu verwerfen, wéahrend
sich fiir den exponentiellen Zerfall eine Wahrscheinlichkeit P(x* > 10.1) = 68.6% ergibt, d.h. in
etwa zwei von drei Experimenten werden wir Werte von y?2 erhalten, die grof3er sind, als wir sie
im vorliegenden Experiment gefunden haben, in einem von drei Experimenten werden im Mittel die
Werte kleiner sein. Dies ist realistisch und damit ist die Theorie akzeptiert.

4.3. Hypothesentests in der Bayes'schen Statistik

Wie bereits in Abschnitt 3.2 iiber Messunsicherheiten erwéhnt, gewinnen die Methoden der Bayes’schen
Statistik zunehmend an Bedeutung fiir die naturwissenschaftliche Datenanalyse [3, 6, 9, 10]. Eine
Einfiihrung in die Bayes’sche Statistik wiirde den Rahmen dieses Skriptes jedoch sprengen. Deshalb
miissen wir den Leser auf die verfiigbare Literatur verweisen (sehr gut fiir den Einstieg geeignet ist
z.B. [10]) und werden uns im Folgenden auf ein paar wenige Hinweise und ein Beispiel beschranken.

Wie bereits mehrfach erwihnt, wird in der Bayes’schen Statistik ein anderer Wahrscheinlichkeitsbe-
griff zugrunde gelegt als in der konventionellen frequentistischen Sichtweise. Wahrscheinlichkeit
wird nicht mehr nur als relative Hiufigkeit verstanden, sondern gibt den Grad unserer Uberzeugung
an, mit dem wir auf der Basis der vorliegenden unvollstdndigen Information erwarten konnen, dass
ein Ereignis eintritt. Damit beschreibt Wahrscheinlichkeit eher die Information, die wir iiber einen
Sachverhalt zur Verfiigung haben. Diese kann uns als (empirische) Verteilung relativer Haufigkeiten
vorliegen, kann aber auch von anderer Form sein. Wie sich auch in diesen Fallen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen eindeutig zuordnen lassen, haben wir im Abschnitt 3.2 bereits diskutiert.

In der Bayes’schen Herangehensweise betrachtet man grundsétzlich bedingte Wahrscheinlichkeiten.
In diesem Kontext bedeutet z.B. P(A| B) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ereignis A eintritt
unter der Bedingung, dass B vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass A und B tatsiachlich zusammen
auftreten ist dann P(A, B) = P(A|B)-P(B) = P(B|A)- P(A). Daraus folgt das Bayes’sche Theorem:

P(B|A) - P(A)

P(A|B) = ==

(66)

welches grundsatzlich den Ausgangspunkt fiir eine Datenanalyse im Rahmen der Bayes’schen Statistik
bildet. Die Relevanz dieser zunachst abstrakten Uberlegung erschlief3t sich, sobald man in Glg. (66)
die Groflen A und B durch Hypothese und Messdaten ersetzt. Dann liest sich obige Gleichung so:

P(Daten | Hypothese) - P(Hypothese)

P(Daten) (67)

P(Hypothese | Daten) =

Dabei wird die linke Seite der Gleichung P(Hypothese | Daten) die Posteriori-Wahrscheinlichkeit
genannt. Sie setzt sich zusammen aus der Likelihood P(Daten | Hypothese), die auch in der konven-
tionellen Statistik verwendet wird, und der sogenannten Priori-Wahrscheinlichkeit P(Hypothese).
Letztere stellt unseren Kenntnisstand vor der Messung dar und konnte so sinngemaéf3 auch als
~Vorurteil“ bezeichnet werden. Glg. (67) zeigt dann auf, wie neue Messdaten unsere Kenntnis {iber
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einen Sachverhalt modifizieren. Der Ausdruck P(Daten) im Nenner von Glg. (67) stellt lediglich
einen Normierungsfaktor dar.

Um die Begriffe zu verdeutlichen: Angenommen wir wiirfeln und fragen uns nach der Wahrschein-
lichkeit, bei einem Wurf die ,,1“ zu erhalten. A priori wiirden wir einen ungezinkten Wiirfel erwarten,
und deshalb davon ausgehen, dass sich die Anzahl erhaltener ler bei N Wiirfen mit einer Binomial-
verteilung mit py = 1/6 beschreiben lasst. Finden wir nun in 100 Wiirfen 25 mal die 1, dann werden
wir jedoch geneigt sein, unsere Meinung zu revidieren. Genau dieser ,Lernprozess ist in Glg. (67)
formalisiert.

An Glg. (67) wird auch deutlich, warum die Bayes’sche Statistik sich eines anderen Wahrschein-
lichkeitsbegriffes bedient, als es in der frequentistischen Herangehensweise iiblich ist: Damit eine
Interpretation des Bayes-Theorems in der Form Glg. (67) Sinn macht, muss man einer Hypothese
eine Wahrscheinlichkeit zuordnen konnen. Dies ist mit einem Wahrscheinlichkeitsbegriff im Sinne
yrelativer Haufigkeiten des Auftretens von Ereignissen“ nicht moglich.

Noch ein anderer Punkt wird an dieser Stelle klar: In der bisherigen Behandlung von Hypothesentests
war der Ausgangspunkt immer von der Art: ,,angenommen die Hypothese gilt, wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, die tatsdchlich gemessenen Daten zu erhalten?“. In der Sprache bedingter
Wahrscheinlichkeit wire dies also eine Aussage der Art P(Daten | Hypothese). Nur solche Aussagen
konnen im Rahmen der konventionellen Statistik getroffen werden. Haufig wird dies unbewusst
jedoch mit der umgekehrten Aussage gleichgesetzt, zum Beispiel, wenn man unkorrekter Weise
im Rahmen der frequentistischen Statistik davon spricht ,,der wahre Wert der Messgrof3e liegt mit
einer Wahrscheinlichkeit vom 68% im ermittelten Intervall = + s;“. Letztere Aussage ist von der
Art P(Hypothese | Daten). Glg. (67) zeigt nun, dass beide Arten von Aussagen im Allgemeinen nicht
dquivalent sind, aufgrund des fehlenden Faktors P(Hypothese)/P(Daten).

Ein Beispiel dafiir: Bereits wiederholt wurden an grof3en Teilchenbeschleunigern Ereignisse beobach-
tet, die im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik, das ansonsten hervorragend experimen-
tell bestatigt ist, sehr unwahrscheinlich sind, sagen wir im Rahmen des Standardmodells ein Wahr-
scheinlichkeit von unter 1% aufweisen. Diese Aussage ist wieder von der Art P(Daten | Hypothese).
Damit wurde jedoch nicht das Standardmodell zu 99% widerlegt! Glg. (67) sagt warum: die Posteriori-
Wahrscheinlichkeit ist Likelihood mal Prior. Alleine aus der Likelihood lasst sich also keine giiltige
Aussage tiber das Modell treffen. Und die Priori-Wahrscheinlichkeit P(Hypothese) muss im Falle des
bisher hervorragend bestéatigten Standardmodells als sehr hoch eingestuft werden [11].

In vielen Fillen werden sowohl die Messdaten als auch die Hypothesen durch kontinuierliche Gro3en
beschrieben. Beispielsweise betrachten wir den kontinuierlichen Parameter y, den wir durch den
Mittelwert z einer Messreihe abschitzen. Analog zu Glg. (67) lasst sich hierfiir das Bayes-Theorem
auch mit kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichten formulieren:

_ @ - folw)
[ @) - folp)du

Der Prior wird nun anstelle von P(Hypothese) durch die Wahrscheinlichkeitsdichte f; (1) beschrieben,
und die Normierung der Posteriori-Dichte f(u |z) wird durch f(z) = [ f(z|u) - fo() d im Nenner
sichergestellt, also dem Integral iiber Likelihood mal Prior iiber alle prinzipiell moglichen Werte
von p. Was an dieser Stelle zu beachten ist: In Glg. (68) ist stets u der variable Parameter, 7 ist

S| z) (68)
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konstant, namlich genau der Wert, der aus der Messung resultierte. Anders als in der konventionellen
Statistik, die neben dem gemessenen Wert auch alle anderen Werte = einbezieht, die eine Messung
prinzipiell hitte liefern konnen (die aber gar nicht gemessen wurden) und den ,wahren Wert“ ;. als
(unbekannte) Konstante betrachtet, ist in Glg. (68) der Parameter . verteilt. Uber ihn wird letztlich
eine Wahrscheinlichkeitsaussage getroffen.

Mit der Posteriori-Dichte f(u | z) lassen sich nun auch Hypothesentests durchfiithren, ganz analog
zur Art und Weise, wie sie in den vorangegangenen Abschnitten dargestellt wurden. Nur dass ein
Hypothesentest sich diesmal nicht auf die Verteilung der moglichen Z bei gegebenem p bezieht,
sondern auf die Posteriori-Dichte der verteilten y bei vorliegendem z. Diese ist nun viel intuitiver zu
interpretieren: Jetzt kann z. B. tatsdchlich die Wahrscheinlichkeit dafiir angegeben werden, dass der
Wert p in einem vorgefundenen Intervall liegt:

T+4o

Pa-o<p<oroln= [ fulo)d (69)

r—o

Ein Vertrauensintervall, dass sich gemal} Glg. (69) auf eine solche Posteriori-Verteilung bezieht, wird
(Bayes’sches) Kredibilitdtsintervall genannt.

Zusammengefasst lasst sich sagen: In der konventionellen Statistik ist i der konstante, wenn
auch unbekannte, ,wahre Wert“ der Messgrofe und die Verteilung aller im Experiment moglichen
Ergebnisse z wird betrachtet. Uberspitzt gesagt, bezieht sich die Analyse also auch auf Messdaten,
die gar nicht vorliegen. Der Bayes’sche Ansatz vermeidet dies. Hier wird dem Parameter p eine
Verteilung zugeordnet und z ist der konstante Wert des Messergebnisses. Die Posteriori-Dichte
f(p|z) stellt dann die gesamte Information dar, die uns iiber die Messgrof3e (den Parameter p) zur
Verfiligung steht.

Wie nun praktisch ein solcher Hypothesentest im Rahmen der Bayes’schen Statistik durchgefiihrt
wird, soll an einem abschlielenden Beispiel erlautert werden.

Beispiel: Das Stromnormal — Fortsetzung

Zur Nlustration des Verfahrens greifen wir das einfachste, bereits in Abschnitt 4.1.1 auf S. 32 im
Kontext der konventionellen Statistik diskutierte Beispiel erneut auf: Wir iiberpriifen ein Stromnormal,
das laut Herstellerangabe einen Strom von 15pA liefern soll. Wir fiihren dazu eine Messreihe
von N = 50 Strommessungen durch und erhalten aus dem Datensatz einen mittleren Strom von
I = 14.85 pA und eine empirische Standardabweichung von s = 0.3 pA.

Wie schon vorher testen wir die Nullhypothese, nach der das Stromnormal wie angegeben einen Strom
von [, = 15 pA liefert. Grundsatzlich konnen wir nun aus der Bayes’schen Perspektive dem Parameter
Iy eine Wahrscheinlichkeit zuweisen. Da der Strom jedoch einen kontinuierlichen Parameter darstellt,
hat jeder einzelne Wert die Wahrscheinlichkeit Null. Deshalb benutzen wir das Kredibilitatsintervall,
das wir auf der Basis der Posteriori-Dichte f(u|z) nach Glg. (68) ermitteln. Letztere miissen wir
zunachst bestimmen. Dann wihlen wir ein Kredibilitatsintervall von, sagen wir, 99% (entsprechend
der Wahl von oo = 1% in Abschnitt 4.1.1). Liegt dann der Wert der Nullhypothese 15 pA aul3erhalb
des Intervalls, lehnen wir die Hypothese ab.
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Abbildung 11: Unterschiedliche Priori-Verteilungen, die fir ein Stromnormal, das nominell 15 A
liefern soll, angenommen werden kdnnten, wenn keine weitere Information vor-
liegt (links) sowie die daraus zusammen mit der Likelihood-Funktion resultierenden

Posteriori-Verteilungen f(I, | I) (rechts).

Um zur Posteriori-Dichte zu gelangen, sind zunéachst die Priori-Dichte und die Likelihood-Funktion
zu bestimmen. Die Likelihood ist die Wahrscheinlichkeit, den aus NV = 50 Messungen bestimmten
Mittelwert der Stromstéirke I zu messen unter der Bedingung, dass die Verteilung den Mittelwert I,
aufweist. Da wir fiir ] eine Normalverteilung annehmen diirfen, deren Standardabweichung wir mit

s/v/N abschitzen,* erhalten wir:
\/N 71\7(7*§0)2 (70)

€ 2s
2ms

F(I|1o) = Ny, s/VN) =

Anders als in der frequentistischen Herangehensweise, bei der der Parameter I, unbekannt aber
konstant war, und man die Verteilung moglicher Messwerte [ betrachtet hat, ist in dieser Betrach-
tungsweise [ eine Konstante, nidmlich der gemessene Mittelwert, wahrend der Parameter [, variiert.

Nun miissen wir noch eine Priori-Verteilung wéhlen. Hier ergeben sich u. U. mehrere Méglichkeiten,
jedoch gilt immer, dass die Priori-Verteilung vollstdndig unabhéngig von den vorliegenden Messdaten
gewahlt werden muss: Wenn wir z.B. den Standpunkt einnehmen, dass wir vor der Messung
tiber keinerlei Information tiber die Messgrofde verfiigen, wihlen wir eine nicht-informative Priori-
Verteilung. Fiir den vorliegenden Fall wére das eine Konstante, z.B. fy(ly) = 1. Problem an dieser
yuneigentlichen“ Verteilung ist: sie ist nicht normierbar. Dies ist aber grundsétzlich zu verkraften,
solange das Produkt, das im Z&dhler und Nenner von Glg. (68) auftaucht, normierbar bleibt.

Alternativ konnten wir auch eine moderat informative Verteilung als Prior ansetzen: Zum Beispiel
eine Gleichverteilung auf einem festgelegten Intervall mit einem Mittelwert von I, = 15 pA. Wenn
wir davon ausgehen, dass das Normal auf jeden Fall einen Strom im Bereich von Iy, . . . Imax, also

“In einer vollen Bayes’schen Analyse wiirde man auch die Standardabweichung als verteilten Parameter s, ansetzen,
also f(I|Io, so) bestimmen und dann diesen Parameter marginalisieren: f(I|Iy) = [ f(I|Io,so)dso. Die volle

Rechnung wiirde den Rahmen dieser Darstellung jedoch sprengen.
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Abbildung 12: Die gleiche Analyse wie in Abb. 11, nur mit einem Prior, der sich aus einer unabhan-
gigen Vormessung ergeben hat. Bei gleicher Likelihood-Funktion ist aufgrund des
hohen Informationsgehaltes des Priors der Effekt auf die Posteriori-Verteilung sehr
deutlich.

z.B. 10...20 pA liefert, dann ergibt sich:

Imaxflmin (71)

gleich — falls ]min < IO < ]max
o (o) =
0 sonst

Eine weitere Moglichkeit ware eine Normalverteilung mit dem Mittelwert 15 pA und einer ausreichend
grofden Standardabweichung: fy(/y) = N(15pA, 5pA). Oder aber wir sehen einen Mittelwert von
15 pA als gegeben an sowie die Randbedingung [, > 0, dann ergibt sich nach Abschnitt 3.3 eine
Exponentialverteilung. Abb. 11(links) zeigt die sehr unterschiedlichen Priori-Verteilungen, die so
aus verschiedenen Voriiberlegungen erwachsen konnten.

Nun ist lediglich noch das Integral im Nenner von Glg. (68) numerisch zu berechnen und die re-
sultierenden Posteriori-Verteilungen f (I | ) kénnen angegeben werden. Abb. 11(rechts) zeigt das
Ergebnis: Im dem Falle, dass kaum Information in der Priori-Verteilung steckt, wie in unserem einfa-
chen Beispiel, ist die Posteriori-Verteilung praktisch unabhéngig von der speziellen Wahl des Priors
fo(Io) und das Ergebnis ist identisch, mit dem, das wir bereits vorher im Rahmen der frequentisti-
schen Statistik erhalten hatten: Das 99% Kredibilitétsintervall liegt fiir f(I|I) bei (14.85 4 0.11) pA.
Der angegebene Wert von 15 pA liegt deutlich au8erhalb und so lehnen wir die Nullhypothese ab.

Die eigentliche Stiarke des Bayes’schen Ansatzes zeigt sich also erst dann, wenn substanzielle a
priori Information vorliegt. Diese fiihrt dann zu einer deutlich schmaleren Priori-Verteilung, als die
geringfiigig oder gar nicht informativen Verteilungen, die wir bisher diskutiert haben. Nehmen wir
z.B. an, wir hétten belastbare Information aus einer Vormessung am selben Stromnormal vorliegen,
die uns einen Mittelwert I, = 14.93 pA mit einer Standardabweichung von s, /v/N, = 0.055 pA liefert.
Dann konnten wir die aus dieser Messung gewonnene Posteriori-Verteilung als Prior fiir die obige
Analyse verwenden. Die Likelihood-Funktion wire die gleiche wie vorher und identisch mit den in
Abb. 11(rechts) gezeigten Posteriori-Verteilungen. Die neue Posteriori-Verteilung weicht nun aber
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deutlich sowohl vom Prior als auch von der Likelihood ab, wie in Abb. 12 gezeigt. Der Mittelwert
der neuen Posteriori-Verteilung ist nun /, = 14.88 pA und das 99%-Kredibilititsintervall ist gegeben
durch (14.88 + 0.086) pA. Auch hier werden wir also die Nullhypothese ablehnen, aufgrund der
zusétzlichen Information fallt die Entscheidung jedoch deutlich knapper aus.

Zusammengefasst lasst sich sagen: Die Stiarke des Bayes’schen Ansatzes liegt darin, dass grund-
sétzlich alle verfiigbare Information, nicht nur die statistische, in die Datenanalyse einflief3en und
dort auf einheitliche Weise behandelt werden kann. Aus diesem Grunde sind Bayes’sche Verfahren
oft leistungsfahiger als die der konventionellen Statistik und deshalb setzen sie sich in verschiedenen
Bereichen zunehmend durch und bilden mittlerweile bereits die Grundlage fiir international ein-
heitliche Vorgaben zur Bestimmung und Angabe von Messunsicherheiten. Andererseits ist, wie am
letzten Beispiel zu erkennen war, auch in einfachen Fillen der Rechenaufwand deutlich groRer, so
dass sich haufig eine computergestiitzte Datenanalyse anbietet. AuRerdem wird kontrovers diskutiert,
in wie weit ein gewisses Maf3 an Subjektivitit, das in der Wahl der geeigneten Priori-Verteilung
einfliet, in einer wissenschaftlichen Datenanalyse zulassig ist. Auch wenn die Werkzeuge der
Bayes’schen Statistik in verschiedenen Bereichen so erfolgreich eingesetzt werden, dass dort schon
von einer ,Bayes’schen Revolution“ in der Datenanalyse die Rede ist [9], ist die damit verkniipfte
erkenntnistheoretische Diskussion bislang noch keineswegs abgeschlossen.
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A. Die p-Quantile der x2-Verteilung

Angegeben sind die p-Quantile ng der y2-Verteilung fiir k Freiheitsgrade. Es gilt dabei:

Xp
p=P(C <) = / Joo(z,k) dz.
0

k |[p=0.99|p=0.975|p=095|p=0.90 | p=10.80 | p=0.70 | p=0.50 | p=0.30 | p = 0.20 | p=0.10 | p = 0.05
1 6.63 5.02 3.84 2.71 1.64 1.07 0.455 0.148 0.064 0.016 | 0.0039
2 9.21 7.38 5.99 4.61 3.22 2.41 1.386 0.713 0.446 0.211 0.103
3 11.3 9.35 7.81 6.25 6.64 3.67 2.366 1.424 1.005 0.584 0.352
4 13.3 11.1 9.49 7.78 6.0 4.9 3.36 2.19 1.65 1.06 0.71
5 15.1 12.8 12.1 9.24 7.3 6.1 4.35 3.00 2.34 1.61 1.14
6 16.8 14.4 12.6 10.6 8.6 7.2 5.35 3.83 3.07 2.20 1.63
7 18.5 16.0 14.1 12.0 9.8 8.4 6.35 4.67 3.82 2.83 2.17
8 20.1 17.5 15.5 13.4 11.0 9.5 7.34 5.53 4.59 3.49 2.73
9 21.7 19.0 16.9 14.7 12.2 10.7 8.34 6.39 5.38 4.17 3.32
10| 232 20.5 18.3 16.0 13.4 11.8 9.34 7.27 6.18 4.86 3.94
1] 247 21.9 19.7 17.3 14.6 12.9 10.3 8.1 7.0 5.6 4.6
12 262 23.3 21.0 18.5 15.8 14.0 11.3 9.0 7.8 6.3 5.2
13| 277 24.7 22.4 19.8 17.0 15.1 12.3 9.9 8.6 7.0 5.9
14| 201 26.1 23.7 21.1 18.2 16.2 13.3 10.8 9.5 7.8 6.6
15| 306 27.5 25.0 22.3 19.3 17.3 14.3 11.7 103 8.5 7.3
16| 320 28.8 26.3 23.5 20.5 18.4 15.3 12.6 11.2 9.3 8.0
17| 334 30.2 27.6 24.8 21.6 19.5 16.3 13,5 12.0 10.1 8.7
18| 348 31.5 28.9 26.0 22.8 20.6 17.3 14.4 12.9 10.9 9.4
19| 362 32.9 30.1 27.2 23.9 21.7 18.3 15.4 13.7 11.7 10.1
20 | 376 34.2 31.4 28.4 25.0 22.8 19.3 16.3 14.6 12.4 10.9
21 389 35.5 32.7 29.6 26.2 23.9 20.3 17.2 15.4 13.2 11.6
22| 403 36.8 33.9 30.8 27.3 24.9 21.3 18.1 16.3 14.0 12.3
23 || 416 38.1 35.2 32.0 28.4 26.0 22.3 19.0 17.2 14.8 13.1
24 | 43.0 39.4 36.4 33.2 29.6 27.1 23.3 19.9 18.1 15.7 13.8
25 | 443 40.6 37.7 34.4 30.7 28.2 24.3 20.9 18.9 16.5 14.6
26| 456 41.9 38.9 35.6 31.8 29.2 25.3 21.9 19.8 17.3 15.4
27 [ 47.0 43.2 40.1 36.7 32.9 30.3 26.3 22.7 20.7 18.1 16.2
28 | 483 44.5 41.3 37.9 34.0 31.4 27.3 23.6 21.6 18.9 16.9
29 | 496 45.7 42.6 39.1 35.1 32.5 28.3 24.6 22.5 19.8 17.7
30 509 47.0 43.8 40.3 36.3 33.5 29.3 25.5 23.4 20.6 185
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