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1 Hinweise zur Vorbereitung des Versuchs

1. Der Versuch gliedert sich in zwei Teile.

a) Im ersten Teil werden Sie den radioaktiven Zerfall mit Hilfe von Monte-Carlo-Rechnungen
simulieren, um die Zerfallsdaten anschlieend statistisch auszuwerten.

b) Im zweiten Teil geht es um die Bestimmung der Erkennungs- und Nachweisgrenze fiir ei-
ne impulszidhlende Messung der ionisierenden y-Strahlung eines '3’Cs-Priparats mit einem
Halbleiterdetektor. Auch hierbei werden Sie Monte-Carlo-Rechnungen benutzen, um die bei-
den charakteristischen Grenzen zu bestimmen.

2. Die Versuchsanleitung liegt an den Messplétzen aus, Sie brauchen sie nicht auszudrucken!

3. Lassen Sie sich von den im Text verwendeteten Gleichungen nicht abschrecken. Sie benétigen keine
Kenntnisse {iber deren Herleitungen. Einige der Gleichungen sollen im Weiteren lediglich benutzt
werden.

Was Sie zum Verstdndnis des Versuchs benoétigen, wird in diesem Vorbereitungsdokument
erklart.

4. Die Blockveranstaltung Einfiihrung in die Konzepte und Methoden der Metrologie hat auf
diesen Versuch vorbereitet. Sie finden daher insbesondere auf den Vortragsfolien der Tage 4
und 5 niitzliche Hinweise zur Programmierung des radioaktiven Zerfalls und zur Bestimmung
von Erkennungs- und Nachweisgrenzen.

5. Dieses Dokument erklédrt die wesentlichen Teile des Versuchs weitreichend genug, um nur verein-
zelt auf zusatzliche Literatur zuriickgreifen zu miissen. Nehmen Sie sich daher Zeit zum Studie-
ren dieser Versuchsvorbereitung.

6. Falls notig, studieren Sie die in Abschnitt 4 angegebene Literatur am besten so, dass Sie die gefor-
derten Begriffe zundchst nachschlagen und von diesen Textstellen ausgehend Ihr Wissen vertiefen,
soweit das notig ist, um die gestellten Fragen beantworten zu kénnen.

7. Der Umfang dieses Dokuments, in Seiten gemessen, ist deshalb grof3er, weil viele Abbildun-
gen enthalten sind.

8. Sie werden im Versuch an Rechnern arbeiten, auf denen Ubuntu als Betriebssystem installiert ist.
AufRerdem werden Sie in geringem Umfang C-Quelltext editieren miissen. Daher werden sogenann-
te Cheat-Sheets (Spickzettel) auf der Praktikumswebsite empfohlen, auf denen Systembefehle fiir
die Navigation im Dateisystem als auch die Syntax fiir die Programmiersprache C abgedruckt sind.
Diese Dokumente dienen der Vertiefung und sind nicht zwingend fiir die Hausaufgabe erforderlich.




2 Lernziele

1. Modellierung und Simulation von physikalischen Prozessen durch Zufallsexperimente am
Beispiel des radioaktiven Zerfalls
Die Modellierung von Prozessen mit Hilfe von simulierten Zufallsexperimenten ist in der Physik
zu einem etablierten Verfahren herangewachsen, um dynamische Systeme zu untersuchen oder
Experimente zu planen. Dabei gehort die Modellierung von realen Prozessen durch die Simulation
von Zufallsexperimenten in den Bereich der sogenannten Monte-Carlo-Methoden. In der Physik ist
ein solches System zum Beispiel ein Kollektiv von instabilen Atomkernen. Der radioaktive Zerfall
von Atomkernen ist ein statistischer Prozess, bei dem nicht vorhergesagt werden kann, wie vie-
le Atomkerne eines Kollektivs pro Zeiteinheit zerfallen werden. Lediglich die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass eine bestimmte vorgegebene Anzahl pro Zeiteinheit zerfillt, 1asst sich angeben. Die An-
zahl an zerfallenen Kernen pro Zeiteinheit zeigt daher bei wiederholten Messungen ein bestimmtes
statistisches Verhalten.

Der Zerfall von Atomkernen lasst sich durch ein Bernoulli-Experiment modellieren und simulieren.
Im Grenzfall einer grolRen Anzahl an Atomkernen mit kleiner Zerfallswahrscheinlichkeit folgt die
Anzahl an zerfallenen Kernen pro Zeiteinheit einer Poisson-Verteilung. In diesem Versuch geht es
darum, den radioaktiven Zerfall als statistischen Prozess im Rahmen eines Bernoulli-Experimentes
zu modellieren und zu simulieren sowie daraus die typischen Eigenschaften, wie die ndherungs-
weise Poisson-Verteilung der Zerfallsraten bei wiederholten Messungen und das exponentielle Ab-
klingen der Aktivitit, zu demonstrieren.

Sie sollen sich durch den Versuch dariiber klar werden, wann die Poisson-Verteilung eine
hinreichende Néherung fiir die Verteilung der Anzahl an zerfallenden Atomkernen pro Zeit-
einheit ist, wenn Sie diese Anzahl mit einem Messgerit wiederholt hintereinander messen
wiirden.

2. Signifikanzpriifung eines Messsignals bei Vorhandensein eines Storsignals am Beispiel der
Zerfallsrate beim radioaktiven Zerfall
Dem Nachweis eines Messsignals vor einem unvermeidbar auftretenden Storsignal kommt in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften eine fundamentale Bedeutung zu. Wann kann sich ein Expe-
rimentator sicher sein, dass er den erwarteten Effekt in seinem Versuch beobachtet hat oder nicht?
Bezogen auf den Nachweis ionisierender Strahlung bedeutet dies die Frage danach, wann zum
Beispiel radioaktive Zerfallsereignisse einer Strahlungsquelle vor dem natiirlichen Strahlungshin-
tergrund erkannt worden sind. Dies ist eine typische Aufgabenstellung im Strahlenschutz, bei der
es darum geht, ob es zum Beispiel eine Kontamination durch eine radioaktive Quelle gibt oder
nicht. Ein wichtiges Beispiel aus der Kernphysik ist der Nachweis des Zerfalls eines bestimmten
Anregungszustands eines Atomkerns durch eine entsprechende Linie im gemessenen Energiespek-
trum.

Um entscheiden zu konnen, ob sich ein Messsignal signifikant von Storsignalen abhebt, werden
die beiden charakteristischen Grof3en Erkennungs- und Nachweisgrenze fiir den gegebenen Fall
berechnet. Dies wird im Grundpraktikumsversuch am Beispiel des Nachweises von Zerfallsereig-
nissen einer Strahlungsquelle vor einem (simulierten) natiirlichen Strahlungshintergrund geiibt.
Dabei werden die Zerfallsereignisse mit einem Halbleiterdetektor gemessen.

Sie sollen sich durch den Versuch dariiber klar werden, dass die Erkennungs- und Nachweis-
grenze die Grundlage fiir die Entscheidung dafiir bilden, ob ein erwarteter physikalischer
Effekt signifikant vor einem storenden Hintergrund hervortritt und ob das Messverfahren fiir
den Messzweck geeignet ist. Die Bedeutung und die Idee der Berechnung dieser beiden cha-
rakteristischen Grenzen stehen im Vordergrund. Der mathematische Formalismus, der hinter
der Berechnung der beiden Grenzen steht, wird nicht abgefragt.




3 Fragenkatalog

Sie sollten mindestens auf folgende Fragen antworten konnen:

el A

i

Wie lauten die Strahlenschutzgrundsatze?
Durch welche Prozesse wechselwirkt Gamma-Strahlung mit Materie?
Wie wird Gamma-Strahlung mit gasgefiillten Detektoren und Festkorperdetektoren gemessen?

Wie funktioniert die Umsetzung eines analogen Signals in ein digitales allgemein und im Speziellen
bei zédhlenden Messungen?

Was ist eine Messkette?

6. Wie stelle ich sicher, dass mein Messaufbau sinnvolle Messwerte liefert?

7. Was bedeuten die Begriffe: Zufallsexperiment, Bernoulli-Experiment, Histogramm, Wahrscheinlich-

keit, Wahrscheinlichkeitsverteilung, Wahrscheinlichkeitsdichte, Erwartungswert, Varianz, Arithme-
tischer Mittelwert, Standardabweichung, Quantil?

8. In welchem Verhéltnis stehen Bernoulli-, Poisson- und Normalverteilung?

9. Was ist der GUM, was ist darin festgelegt?

10.

11.
12.
13.
14.
15.

Was bedeuten die Begriffe: Messgrolde, Messergebnis, Messunsicherheit, bester Schitzwert,
Erkennungs- und Nachweisgrenze?

Wie erzeugt man Zufallszahlen, welche Eigenschaften miissen diese haben?

Was sind Monte-Carlo-Methoden?

Was bedeuten die Begriffe: Zerfallswahrscheinlichkeit, Zerfallsrate, Aktivitit, Brutto/Netto?
Wie lautet das Gesetz fiir den radioaktiven Zerfall, was bedeutet es?

Was sind die Zerfallsarten der Isotope '*’Cs und '*’Ba?

4 Literatur zur Vorbereitung

Grundsatzlich sollten Sie das Skript zum Grundpraktikum gelesen haben. Die nachfolgenden Literatur-
empfehlungen der Tabelle 1 sind nach den Fragen aus dem Vorbereitungsblock gruppiert.

Tabelle 1: Literatur zur Vorbereitung

Fragen Literaturauswahl

1.-3.,, 13.-14.  H. Krieger: Grundlagen der Strahlungsphysik und des Strahlenschutzes,

4.-6.

7.-8.

Springer Spektrum, 2012. (erhéiltlich als e-book {iber ULB)

R. Parthier: Messtechnik, Studium Technik, Vieweg, 2008.
(erhéltlich als e-book tiber ULB)

H.-J. Mittag: Statistik - Eine Einfithrung mit interaktiven Elementen,
Springer Spektrum, 2010. (erhaltlich als e-book iiber ULB)

9.-10. Der GUM ist als Dokument JCGM 100:2008 kostenlos erhiltlich unter: GUM

Speziell fiir besten Schatzwert, Erkennungs- und Nachweisgrenze: EKG, NWG und
Messunsicherheiten

11.-12. Das GUM Supplement 1 ist als Dokument JCGM 101:2008 kostenlos erhaltlich unter:

15.

GUM Supplement 1

H. Nahrstedt: Die Monte-Carlo-Methode - Beispiele unter Excel VBA,
Springer Vieweg, 2015. (erhaltlich als e-book {iber ULB)

NuDat 2.7, Datenbank Kerndaten



http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html
https://www.fs-ev.org/fileadmin/user_upload/04_Arbeitsgruppen/06_Nachweisgrenzen/02_Dokumente/Arbeitsmaterialien/Weise_et_al_NWG_Vorschlag_fuer_eine_Norm_FS-04-127-AKSIGMA.pdf
http://www.fs-ev.org/fileadmin/user_upload/04_Arbeitsgruppen/06_Nachweisgrenzen/02_Dokumente/Arbeitsmaterialien/Michel_Bayesian_uncertainties_IAEA_2009.pdf
http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html
https://www.nndc.bnl.gov/nudat2/

5 Versuchsaufbau

Fiir den Versuch wird eine radioaktive Quelle mit dem Radionuklid '*’Cs verwendet, dessen Tochter
137mBa y-Quanten mit einer Energie von 662 keV emittiert, die aber {iblicherweise dem !*’Cs zugeord-
net werden. Die y-Quanten werden mit einem Silizium-Halbleiter-Detektor der Firma Teviso detektiert,
siehe Abbildung 1 links. Der Detektor liefert fiir jedes detektiert Quant ein Rechtecksignal, das von
einem Micro-Controller registriert und dadurch ein Zéhler jeweils um eins hochgezahlt wird. Der Micro-
Controller (uC) ist mit einer der USB-Schnittstellen des Arbeitsplatzrechners verbunden. Uber diese
USB-Schnittstelle sendet der uC die Messdaten im Sekundentakt an den Rechner. Die Messkette besteht
also aus:

* Detektor (Silizium-Halbleiter 4+ Vorverstarker + Signalformwandler),
e Micro-Controller (Zahler),
* Arbeitsplatzrechner.

Ublicherweise ist die Nachweiswahrscheinlichkeit von diinnen Silizium-Halbleiter-Plittchen, wie sie im
Detektor verbaut sind, deutlich kleiner als von Geiger-Miiller-Zéhlrohren. Daher muss der Strahlungs-
hintergrund fiir die Messungen im Versuch durch eine radioaktive Quelle simuliert werden, um in ange-
messener Zeit den Versuch beenden zu kénnen. Die radioaktive Quelle und der Detektor werden fiir die
verschiedenen Versuchsdurchliufe sich gegeniiberstehend in eine Kunstoffhalterung gesetzt. Uber un-
terschiedliche Abstdnde zwischen Quelle und Detektor werden verschiedene Zahlraten eingestellt, sieche
Abbildung 1 rechts.

Detektor, Quellenhalterung und radioaktive Quelle befinden sich widhrend den Messungen in einer Blei-
burg.

Abbildung 1: Links: Der Detektor ist in dem schwarzen Block enthalten, der sich auf der weiBen Kunst-
stoffbox befindet. Die sensitive Flache ist der grauliche, rechteckige Bereich auf dem schwar-
zen Block. Rechts: Der Detektor befindet sich in einer Quellenhalterung und kann entlag der
Rille frei bewegt werden, um so die Zahlraten einzustellen (im Bild noch ohne radioaktive
Quelle).




6 Teil | - Modellierung und Simulation von physikalischen Prozessen durch Zufallsexperimente
am Beispiel des radioaktiven Zerfalls

Die Modellierung und Simulation von realen Prozessen mit Hilfe von Monte-Carlo-Rechnungen (MC)
ist ein etabliertes und modernes Mittel zur Untersuchung dynamischer Systeme. Die Simulation realer
Prozesse durch MC-Rechnungen hat insbesondere Einzug gehalten in die

* Soziologie u. Psychologie, z.B. Verhaltensforschung,

* Biologie, z.B. Populationsdynamik,

» Okonomie/Finanzwirtschaft, z.B. Borsenkurse, Wertermittlung,
* Meteorologie, z.B. Wettervorhersage,

* Physik u. Technik

z.B. Teilchentransport durch Materie (Experimentplanung, Detektorbau),

Fluiddynamik,

Quantum-Monte-Carlo-Methoden zur Losung von Viel-Teilchen-Problemen,

Niveaudichteanalyse angeregter Kerne,

Abstandsverteilungen in der Chaosforschung,

Statistische Physik,

autonome Roboter,

Mikroelektronik,
* Metrologie, z.B. Fortpflanzung von Messunsicherheiten.

Die in MC-Rechnungen verwendeten Zufallszahlen sind sogenannte Pseudo-Zufallszahlen. Sie werden
durch einen Algorithmus berechnet und sind deterministisch. Dem Algorithmus wird ein Startwert
(= Seed) fiir die Erzeugung der Zufallszahlen vorgegeben. Bleibt dieser gleich, so erzeugt der Algo-
rithmus (= Generator) immer die gleiche Folge von Zufallszahlen. Jeder Generator hat eine sogenannte
Periode, mit der sich die Zufallszahlen systematisch wiederholen. Daher muss die Periode eines Genera-
tors hinreichend lang gewahlt werden. Wenn z.B. 1000 000 Zufallszahlen benétigt werden, dann sollte
die Periode des Generators grof3er als 1000 000 sein.

Die Anforderungen an Pseudozufallszahlen-Generatoren sind:
1. Die Zufallszahlen miissen paarweise statistisch unabhingig sein.
2. Sie gehoren derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung an.
3. Die Periode des Generators ist hinreichend lang.

Eine Folge von Pseudozufallszahlen muss ein dhnliches statistisches Verhalten zeigen wie eine Folge
von echten Zufallszahlen. Jede so generierte Folge muss moglichst viele der statistischen Tests (siehe
dazu Test-Toolkit, Statistische Tests, Infos) bestehen, die eine Folge von echten Zufallszahlen (Echte
Zufallszahlen) bestehen wiirde.



http://csrc.nist.gov/groups/ST/toolkit/rng/index.html
http://www.pcg-random.org/statistical-tests.html
http://www.eg.bucknell.edu/~xmeng/Course/CS6337/Note/master/
https://www.random.org
https://www.random.org

6.1 MGC-Simulationen am Beispiel des radioaktiven Zerfalls

Ein interessantes Beispiel, anhand dessen sich der Nutzen einer Simulation verdeutlichen lasst, ist der
radioaktive Zerfall. So kann die Zerfallsrate eines radioaktiven Préparats mit einem verhaltnisméRig
kleinem technischen Aufwand gemessen und simuliert werden. Damit ist mindestens ein qualitativer
Vergleich zwischen den Simulations- und Messergebnissen wihrend eines Praktikumstermins moglich.
Der radioaktive Zerfall von anfianglich N, Atomkernen zu einem bestimmten Zeitpunkt t stellt ein sich
wiederholendes Bernoulli-Experiment dar, bei dem die Zustdnde Zerfall (= 1) und Kein Zerfall (= 0)
wiahrend einer Zeiteinheit At realisiert werden. Dabei betragt die Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeit-
einheit und Atomkern p = A - At, und es wird angenommen, dass jedes Zerfallsereignis vom Detektor
erkannt wird und unabhéngig von allen anderen stattfindet. Die Zerfallskonstante A gibt dabei den Anteil
der vorhandenen Atome an, der pro Sekunde zerfallt. Sie wird daher auch als Zerfallswahrscheinlich-
keit pro Sekunde oder als relative Zerfallsrate aufgefasst. Das ist so zu verstehen: Von den Kernen eines
Ensembles zerfallt pro Sekunde eine bestimmte Anzahl.

Wird diese Anzahl auf die Gesamtzahl der Kerne vor einem Zerfall bezogen, ergibt sich die relative
Haufigkeit, mit der Kerne zerfallen. Sie lasst sich als Zerfallswahrscheinlichkeit im Sinne der klassischen
Wabhrscheinlichkeit nach Laplace interpretieren. Da die Zerfélle immer innerhalb einer bestimmten Zeit
stattfinden, ist diese Wahrscheinlichkeit auf eine Zeit zu beziehen. So ergibt sich je nach Standpunkt die
Zerfallswahrscheinlichkeit pro Sekunde oder die relative Zerfallsrate:

AN
N p

At At )
Die Abbildung 2 verdeutlicht den Prozess des radioaktiven Zerfalls und macht dessen bindren Charakter
klar. Die Anzahl der Atomkerne, die pro Zeiteinheit von einem bestimmten Zeitpunkt an gerechnet zer-
fallen, sind symbolisch in Abbildung 2 durch die Positionen (3) und (6) dargestellt. Bei einem gegebenen
Ensemble von Atomkernen N, ist daher die Anzahl an unabhingig voneinander zerfallenden Atomker-
nen AN pro Zeiteinheit At binomialverteilt. Die Wahrscheinlichkeit By, ,(AN,) dafiir, dass genau AN,
Atomkerne zur Zeit t pro Zeiteinheit At von insgesamt N, Atomkernen zerfallen, ist dann gegeben durch
[ ] (nehmen Sie auch diese Gleichung ersteinmal als gegeben hin):

N,!
(N, —AN,)! - AN,!

By ,(AN,) = - pANe . (1 —p)NemaNe, 2

Der Einfachheit wegen ist Ap gleichgesetzt worden mit p. Beides bezeichnet also die Zerfallswahrschein-
lichkeit pro Zeit. Nachdem in einer Zeiteinheit eine bestimmte Anzahl von Atomkernen zerfallen ist, steht
fiir die néachste Zeiteinheit eine kleinere Anzahl an Atomkernen zur Verfiigung, von denen wiederum
ein Teil zerfallen wird. Dies wiederholt sich, bis alle Atomkerne zerfallen sind. Dies ist in Abbildung 3
verdeutlicht. Fiir jeden Zeitschritt existiert eine bestimmte Anzahl an Atomkernen, die als statistisches
Ensemble aufgefasst werden. Von diesem Ensemble zerfillt eine bestimmte, nicht vorhersagbare Anzahl
an Atomkernen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass AN, innerhalb der Zeiteinheit At nach dem
Zeitpunkt t zerfallen, durch Gleichung 2 gegeben. Das bedeutet fiir das Beispiel in Abbildung 3, dass
zum Zeitpunkt t = 10 a etwa 55 Kerne anfangs vorhanden sind. Von diesen zerfallen daraufhin inner-
halb von At = 10 a etwa AN;, = 25 Kerne. Zum Zeitpunkt t = 20 a gibt es daher nur noch 30 Kerne,
von denen im néchsten Zeitschritt AN,, = 14 Kerne zerfallen usw.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach dem Zeitpunkt t = 10 a innerhalb der Zeiteinheit von At = 10 a
etwa AN;, = 25 Kerne zerfallen, ist gegeben durch:

B (AN10) = B3 (ANsg = 25). ®
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Abbildung 2: Radioaktiver Zerfall als sich wiederholendes Bernoulli-Experiment. Ausgehend von dem En-
semble von Atomkernen unter (1) zerfallen in der ersten Zeiteinheit so viele Atomkerne,
wie fir jeden der Kerne eine 1 mit der Wahrscheinlichkeit p = A - At gewdirfelt wird, sie-
he (2) + (3). Der nicht zerfallene Rest (4) durchlduft in der folgenden Zeiteinheit erneute
Bernoulli-Experimente.

Die Anzahl der zerfallenden Atomkerne AN;, = 25 ist jedoch nicht vorher festgelegt. Jeder Wert, der im
Rahmen der Binomialverteilung erlaubt ist, hatte auftreten konnen.

In dem vorliegenden Beispiel ergab sich der Wert aus dem Zerfallsgesetz:
N(t)=N,-exp(—A-t) 4

mit N, = 100 und A = 0,06/a (Halbwertszeit T;,, = 11,6 a) fiir ein hypothetisches Radionuklid. Zu
jedem Zeitpunkt gibt es demnach eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl an Atomkernen,
die in der folgenden Zeiteinheit zerfallen werden, wobei vorher nicht festgelegt ist, wie viele letztendlich
zerfallen. Dies erklédrt, warum keine exakte Exponentialfunktion fiir den Zerfall im Experiment gemessen
wird.

Da die Anzahl der Atomkerne am Anfang einer Zeiteinheit von Zeitpunkt zu Zeitpunkt verschieden ist,
handelt es sich um verschiedene Binomialverteilungen. Fiir alle Zeitpunkte wird aber angenommen, dass
die Zerfallswahrscheinlichkeit gleich bleibt. Ist die Zerfallswahrscheinlichkeit klein genug, das heif3t,
dass die Halbwertszeit grol3 genug ist, so wird sich die Anzahl der vorhandenen Kerne im Laufe des
Praktikumsversuchs (ca. 3 h) praktisch nicht dndern. Das Radionuklid '*’Cs, das im Praktikumsversuch
verwendet wird, hat eine Halbwertszeit von etwa T;,, = 30,2 a und ist damit représentativ fiir den hier
beschriebenen Fall langer Halbswertszeiten. Fiir das hypothetische Radionuklid ergibt sich eine Zerfall-
skurve wie in Abbildung 4. Sie scheint konstant zu sein, weshalb nicht zu erwarten wére, iiberhaupt
einen Zerfall innerhalb einer Zeiteinheit At messen zu konnen. Reale Proben vereinen jedoch Teilchen-
zahlen in sich, die in der GréfRenordnung von 10'° liegen, weswegen dennoch Zerfille gemessen werden.
Wenn nur hinreichend viele Atomkerne vorhanden sind, werden schon einige zerfallen.
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Abbildung 3: Das radioaktive Zerfallsgesetz gendhert durch diskretisierte Zeitschritte. Fir jeden Zeit-
schritt existiert eine bestimmte Anzahl an Atomkernen, die als statistisches Ensemble auf-
gefasst werden. Von diesem Ensemble zerfallt eine bestimmte nicht vorhersagbare Anzahl
an Atomkernen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass AN, innerhalb der Zeiteinheit
At nach dem Zeitpunkt ¢ zerfallen, durch By, ,(AN,) gegeben.
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Abbildung 4: Zerfallskurve des hypothetischen Radionuklids tiber einen kurzen Zeitraum von 3 h betrach-
tet. Die Anzahl der Atomkerne scheint konstant zu bleiben. Die Breite der Hitogrammbal-
ken entspricht der Messzeit At. Insgesamt sind im Diagramm 12 Balken zu sehen. Das ent-
spricht 12 Messungen von Impulszahlen AN; jeweils Uber die Dauer At.

Dass die Anzahl der Atomkerne in einer radioaktiven Probe iiber hinreichend kurze Zeitspannen néhe-
rungsweise konstant bleibt, ist auch der Grund dafiir, weshalb die Anzahlen der pro Zeiteinheit zerfal-
lenden Atomkerne ndherungsweise aus der gleichen Binomialverteilung hervorgehen.

Wird beispielsweise die Messzeit fiir das hypothetische Radionuklid von At = 3 h in mehrere Zeitein-
heiten der Lange At = 15 min unterteilt und die Anzahl der zerfallenden Atomkerne jeweils in diesen
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Zeiteinheiten gemessen, so wiirde die normierte relative Haufigkeitsverteilung dieser Anzahlen mit der
Binomialverteilung By, ,(ANy) = Byq,(AN,) vertrédglich sein. Dies entspréche derjenigen Verteilung,
die zum Startzeitpunkt der Messung anzunehmen wére.

Fiir reale Teilchenzahlen wird es rechentechnisch unmoglich, die Fakultdten der Binomialverteilung aus-
zuwerten. Die groRe Teilchenzahl realer radioaktiver Proben erlaubt aber zusammen mit der sehr kleinen
Zerfallswahrscheinlichkeit fiir einen entsprechenden Atomkern eine Ndherung der Binomialverteilung
durch eine Poissonverteilung, siehe dazu auch das Praktikumsskript zur Datenanalyse.

Im Versuch sollen die Anzahlen an zerfallenen Atomkernen aus verschiedenen Zeitabschnitten hinsicht-
lich ihrer Wahrscheinlichkeitsdichte qualitativ untersucht werden. Eine wichtige Frage lautet dabei: Mit
welcher Wahrscheinlichkeitsdichte ist das Histogramm der Anzahlen an zerfallenen Atomkernen aus den
verschiedenen Zeitabschnitten vertraglich?

Zusammenfassung: Die am Anfang einer Zerfallszeiteinheit vorhandenen Atomkerne sind symbolisch
in Abbildung 2 durch die Positionen (1), (4) und (7) dargestellt. Diese Anzahl von anfdnglichen Atom-
kernen kann durch das Zerfallsgesetz:

N(t) =N, -exp(—A-t) (5)
beschrieben werden. Die Zerfallsrate ist dabei gegeben durch die zeitliche Ableitung des Zerfallsgesetzes:

dN(t)
dt

= —AN,-exp(—A-t)=—A-N(t). (6)

Was im Experiment zu einem gegebenen Zeitpunkt t mit einem zdhlenden Detektor gemessen wird, ist
ein bestimmter Anteil an der Anzahl an Atomkernen AN, die innerhalb des endlich kleinen Zeitintervalls
At zerfallen, das auf den Zeitpunkt t folgt:

_ dN(t).

AN
dt

At. (7)

Erfolgen wiederholte Messungen der Anzahl an zerfallenden Kernen AN; in der Zeiteinheit At iiber eine
Zeitspanne At’ =n-At miti =1,2,3,...,n und n € N, siehe Abbildung 4, so folgt die Dichteverteilung
der relativen Haufigkeiten der AN; approximativ einer Poissonverteilung, wenn die Halbwertszeit des
zerfallenden Radionuklidshinreichend lang ist. Das heil3t, dass ein Histogramm iiber alle n gemessenen
Werte AN; erstellt werden muss.

6.2 Methoden und Material

Im ersten Versuchsteil kommt ein handelsiiblicher PC (CPU i5 mit 2 physischen Kernen und SSD) zum
Einsatz, auf dem die Modellierung und Simulation des radioaktiven Zerfalls durchgefiihrt werden soll.
Die Modellierung und Simulation des radioaktiven Zerfalls basiert auf einer Idee der Initiative Open-
SourcePhysics (Open Source Physics) Siehe dazu auch Kapitel 7 in:

H. Gould, J. Tobochnik, W. Christian: An Introduction to Computer Simulation Methods Applica-
tions to physical systems, Pearson Addison Wesley, 2007.

Auf der Basis der dort beschriebenen Idee wurden fiir den Praktikumsversuch C-Programme erstellt
(Learn-C), die die bendtigten Funktionen zur Verfiigung stellen. Die erforderlichen Zufallszahlen wer-
den aus den entsprechenden Verteilungsfunktionen gezogen, die die GNU Scientific Library (GSL) zur
Verfiigung stellt.

Gesteuert werden diese Programme durch sogenannte Shell-Skripte. Der Start der Shell-Skripte erfolgt
iiber graphische Oberfldchen, siehe Abbildung 5.



http://www.opensourcephysics.org/items/detail.cfm?ID=7154
http://www.learn-c.org/
https://www.gnu.org/software/gsl/

Statistik des radioaktiven Zerfalls

Ausfiithren

Ansicht alle Durchlaufe

Beenden

Abbildung 5: Graphische Oberflache zum Start der Programme fir die Untersuchung der Statistik des
radioaktiven Zerfalls.

7 Teil Il - Signifikanzpriifung eines Messignals bei Vorhandensein eines Stérsignals am Beispiel
der Zerfallsrate beim radioaktiven Zerfall

Ein haufig in der Physik, dem Strahlenschutz oder analytischen Chemie auftretendes Problem ist das
Messen eines Probensignals vor eine storenden Hintergrundsignal. Dann stellt sich die Frage, ob sich das
Probensignal signifikant vom Hintergrundsignal unterscheidet. Nur dann kann davon ausgegangen wer-
den, den physikalischen Effekt beobachtet zu haben. Ein typisches Beispiel aus der Strahlenschutzphysik
ist die Untersuchung einer Bodenprobe auf natiirliche und anthropogene Radionuklide. Hierzu wird
die Bodenprobe mit einem energieauflosenden Spektrometer (meist ein Germanium-Detektor) vermes-
sen. Ein interessierendes Radionuklid kann anhand seiner charakteristischen Zerfallslinien im Spektrum
identifiziert werden, siehe Abbildung 6.

Dariiber hinaus ist es moglich, dessen spezifische Aktivitat zu bestimmen. Dafiir miissen einzelne Linien
des Radionuklids ausgewertet werden. Manchmal ist die maximale Impulshohe einer interessierenden
Linie klein gegeniiber den Impulshohen der Nachbarstrukturen im Spektrum, siehe die Markierungen in
Abbildung 6. Dann stellt sich genau die eingangs erwédhnte Frage, ob es sich nun um einen Probenbei-
trag oder nur um Beitrdge aus dem natiirlichen Strahlungshintergrund oder um statistisches Rauschen
handelt. Die gleiche Fragestellung ergibt sich auch fiir nicht energieauflosende, zdhlende Strahlungs-
messungen an einer radioaktiven Probe zum Beispiel mit einem Geiger-Miiller-Zahlrohr oder einem
Dosisleistungsmessgerét, wie es im Versuch verwendet wird. Die primédre Messgroe ist dann eine Brutto-
zahlrate bzw. eine Bruttoimpulszahl, die in einer bestimmten Zeit gemessen worden ist. Fiir diese Grol3e
muss dann entschieden werden, ob sich ihr Messwert von dem entsprechenden Messwert des reinen
Strahlungshintergrunds signifikant unterscheidet.
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Abbildung 6: Energiespektrum einer Th-232-Probe, aufgenommen mit eine Cd-Zn-Te-Halbleiterdetektor
(500 mm? Kristallvolumen). Im Spektrum sind zwei Strukturen durch Pfeile markiert, die
gleichermalBen Linien aber auch statistische Schankungen des Untergrundes im Spektrum
sein kénnten.

Sind Bruttozéhlrate der Probenmessung und Ziahlrate des Strahlungshintergrundes vertraglich, so darf
entschieden werden, dass keine Radionuklide in der Probe enthalten sind. Das Problem wird {iblicher-
weise flir die Nettozédhlrate oder Nettoimpulszahl formuliert. Die Entscheidungsfindung kann mit Hilfe
der sogenannten Erkennungs- und Nachweisgrenze auf eine mathematisch eindeutige Basis gestellt wer-
den. Die Erkennungsgrenze einer beliebigen Messgrole stellt einen Vergleichswert fiir den primaren
Messwert der Grof3e dar. Ist dieser Messwert grof3er als die Erkennungsgrenze, dann kann mit einer
vorher festgelegten Irrtumswahrscheinlichkeit a entschieden werden, dass sich der Messwert signifikant
von null unterscheidet.

Zur Beurteilung des Messverfahrens wird iiblicherweise die Nachweisgrenze herangezogen. Durch den
Vergleich der Nachweisgrenze mit einem Richtwert, der durch gesetzliche, technische oder anderen Quel-
len vorgegeben ist, kann entschieden werden, ob das Messverfahren den Messzweck erfiillt. Das Mess-
verfahren gilt als ungeeignet fiir den Messzweck, wenn der Richtwert kleiner als die Nachweisgrenze ist.
Das bedeutet z.B. fiir zdhlende Messungen, dass die kleinste mit dem Messverfahren noch nachweisbare
Netto-Zahlrate (oder Nettoimpulszahl) grof3er ist als der Richtwert. Messwerte im Bereich des Richtwerts
konnten also nicht nachgewiesen werden.

7.1 Definitionen von Erkennungs- und Nachweisgrenze

In diesem Abschnitt geht es um die mathematische Beschreibung der beiden charakteristischen
Grenzen. Die Gleichungen dieses Abschnitts werden nicht in der Vorbesprechung abgefragt.

Fiir eine gegebene primdre Messgrofse n,, z.B. eine Nettoimpulszahl, ist die Erkennungsgrenze n} de-
finiert als das (1 — a)-Quantil der Wahrscheinlichkeitsdichte f(n,|f,) (Likelihood) dieser Messgro3e
unter der Annahme, dass der vermutete physikalische Effekt nicht vorliegt. Diese Annahme fiir den so-
genannten wahren Wert 7i,, wird durch 71, = 0 in der Dichtefunktion ausgedriickt: f (n,|fi,, = 0). Dies ist
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folgendermafRen zu lesen: f von n,, gegeben der wahre Wert fi,, = 0. Alternativ bedeutet dies: f von n, un-
ter der Bedingung, dass der wahre Wert fi, = O ist. Der Begriff des Vorliegens eines physikalischen Effekts ist
direkt mit dem wahren Wert 71, verkniipft. Die Aussage fi,, = O bedeutet, dass kein physikalischer Effekt
vorliegt. Eine dann gemessene Zahlrate geht daher nicht auf eine radioaktive Quelle im Praparat zuriick.
Die Abbildung 7 visualisiert die Definitionen beider Grenzen. Die Definition der Erkennungsgrenze lautet
mit der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit a:

+00

P(n, > n’;|ﬁn=0)=f dn, - f(n,|fi, =0)=a. (8

*

np

In Worten bedeutet diese Gleichung: Die Wahrscheinlichkeit dafiir; dass ein Messwert n,, grofser ist als die
Ergkennungsgrenze n;, gegeben ein wahrer Wert fi,, = 0 (also kein physikalischer Effekt), betrdgt a.

Die Integration der Wahrscheinlichkeitsdichte wird demnach solange von links kommend durchgefiihrt,
bis der Wert a erreicht ist. Die so erhaltene rechte Integrationsgrenze legt dann die Erkennungsgrenze
fest. Wird in diesem besonderen Fall ein Messwert n, gemessen, der die Erkennungsgrenze n; iiber-
schreitet, und wird deshalb vom Experimentator entschieden, dass ein physikalischer Effekt vorliegt,
so kann diese Entscheidung in 100 - a % der Fille, in denen die Messung wiederholt wird, falsch sein.

Die Nachweisgrenze nff baut darauf auf und wird iiber das f-Quantil der Wahrscheinlichkeitsdichte
f (nylfi, = n’) definiert. Dann wird angenommen, dass fiir den wahren Wert 7, = n” gilt und ein physi-
kalischer Effekt vorliegt. Das heil3t, dass das Mef3préparat eine radioaktive Quelle enthilt. Die Definition
der Nachweisgrenze lautet mit der Irrtumswahrscheinlichkeit f3:

*
nl’l

P(nn<n§§|ﬁn=nff)=J dny - f(nlft, = nj) = B. C))

—00

In Worten bedeutet diese Gleichung: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Messwert n,, kleiner als die
Erkennungsgrenze n; ist, gegeben ein wahrer Wert fi, = nff (ein physikalischer Effekt liegt vor), betrdgt 3.
Das bedeutet, dass bei hinreichend oft wiederholten Messungen des Messpréaparats, das den physikali-
schen Effekt durch i, = nff verursacht (es ist also eine radioaktive Quelle enthalten), nur 100 - 3 %
der Messwerte unterhalb der Erkennungsgrenze liegen. Ware der wahre Wert kleiner als die Nachweis-
grenze, i, < nlf und 71, > 0, so wiirde die Anzahl an Messungen steigen, deren Messwerte unter der
Erkennungsgrenze ldgen. Fiir diese wiirde falschlicherweise entschieden, dass kein physikalischer Effekt
vorldge. In der Fachsprache heil3t es deshalb: Die Nachweisgrenze ist der kleinste wahre Wert, der bei
vorgegebener (kleiner) Irrtumswahrscheinlichkeit 3 mit dem gegeben Messverfahren noch erkannt werden
kann. Haufig werden die Irrtumswahrscheinlichkeiten a und 8 auf 0,05 (= 5 %) gesetzt, wie auch in
den Shell-Skripten zu diesem Versuch.

In der Praxis lassen sich die Wahrscheinlichkeitsdichten f(n,|f, = 0) und f(n,|A, = nr’f ) oft durch
Gauls-Verteilungen hinreichend genau nihern. Fiir kleine Impulszahlen, wie sie im Versuch auftreten,
ist es jedoch sinnvoller, Poisson-Verteilungsdichten zu verwenden. Um die Erkennungs- und Nachweis-
grenze zu berechnen, miissen die beiden Wahrscheinlichkeitsdichten f(n,|fi, = 0) und f(n,|f, = nf)
bestimmt werden. Sind diese bekannt, so wird zuerst die Erkennungsgrenze als das (1-a)-Quantil der
Dichte f(n,|fi, = 0) berechnet. Ist das primire Messergebnis grofer als die Erkennungsgrenze, wird
der Wert des sogenannten besten Schétzers, der beste Schatzwert, fiir die Messgrofde berechnet (und nur
dann!). Der beste Schiatzwert ergibt sich aus dem Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsdichte, die
aus der Faltung einer Stufenfunktion mit der Wahrscheinlichkeitsdichte der Messgro3e hervorgeht (hier
die Nettoimpulszahl), siehe Abbildung 8. Die Stufenfunktion erscheint hier, weil die Messgrof3e aus phy-
sikalischer Sicht eine nicht negative Grol3e darstellt. Hinsichtlich des Bayesschen Ansatzes im Konzept
der Messunsicherheiten ist die Stufenfunktion die Prior-Dichte im Bayesschen Theorem. Die Wahrschein-
lichkeitsdichte der Messgrol3e ist die Likelihood und die aus dem Bayesschen Theorem hervorgehende
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Dichte stellt die Posterior-Dichte dar. Die Unsicherheit des besten Schatzwerts folgt dann aus der Varianz
der Posterior-Dichte.

Um die Nachweisgrenze zu ermitteln, wird in dem Versuch eine Wahrscheinlichkeitsdichte f (n,|f1,) ver-
wendet, die von kleinen wahren Werten 0 < i, < nﬁ kommend so weit zu grol3eren hin verschoben
wird, bis ihr $-Quantil mit der Erkennungsgrenze im Rahmen einer vorgegebenen Toleranz vertrag-

lich ist. Der Erwartungswert dieser justierten Wahrscheinlichkeitsdichte kann dann als Nachweisgrenze
angesetzt werden.

012 —————————————1—

0.08

f(na7in)

0.04

Abbildung 7: Festlegung von Erkennungsgrenze (blau) und Nachweisgrenze (rot) Gber die Irrtumswahr-
scheinlichkeiten a und 3. Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer MessgroBe spiegelt die Ver-
teilung ihrer Messwerte wider, wenn die MessgréBBe wiederholt gemessen wiirde.
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Abbildung 8: Die Posterior-Dichte f(fi,|n,,I) (durchgezogen, grau) entsteht aus der Faltung der
Likelihood-Dichte f(n,|fi,,I) der primdren MessgroBe (gepunktet) mit der Prior-
Heavisidefunktion f (7i,,) und anschlieBender Renormierung. Zusatzlich ist der beste Schatz-
wert i, eingezeichnet, der sich als Erwartungswert aus dem Posterior ergibt. y= und y~
stellen die untere und obere Grenze des sogenannten Uberdeckungsintervalls dar.
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7.2 Und was bedeutet das jetzt?

In diesem Abschnitt geht es um die Veranschaulichung der beiden charakteristischen Grenzen und
damit um die grundlegenden Ideen dahinter. Die hier erlduterten Zusammenhénge werden in der
Vorbesprechung abgefragt.

7.2.1 Erkennungsgrenze

Nehmen Sie an, dass Ihr zu vermessendes Préparat keine Aktivitdt enthielte und daher der wahre Wert fiir
die Nettoimpulszahl 71, = 0 wére. Die Bruttoimpulszahl n, wiirden Sie mit dem Detektor dieses Versuchs
z.B. iiber eine Zeit t;, = 10 s messen. Auf3erdem wiirden Sie die Hintergrundimpulszahl n, einmalig tiber
eine deutlich ldngere Messzeit t, >> t;, bestimmen. Anschliel3end wiirden Sie die Hintergundimpuls-
zahl fiir die Dauer der Praparatemessung ausrechnen. Thre Nettoimpulszahl wére dann gegeben durch:
n, = ny, — (tp/ty) - ny. Wenn Sie diese 10-sekiindige Messung der Bruttoimpulszahl 1000-mal wiederho-
len und die Nettoimpulszahlen ausrechnen wiirden, so wiirden sich die gemessenen Nettoimpulszahlen
gaul3formig um die null verteilen. Das lage daran, dass die Bruttoimpulszahlen von Messung zu Messung
zuféllig schwanken.

In der Praxis wiirden Sie natiirlich nur eine einzelne Messung durchfithren und keine Stichprobe vom
Umfang 1000 erheben. Die Nettoimpulszahl, die Sie aus diesem einen Messwert berechnen wiirden,
mussten Sie anschliefend im Rahmen der (erwarteten) Wahrscheinlichkeitsdichte der Messwerte be-
werten. Dabei wiirde es sich um genau diejenige Wahrscheinlichkeitsdichte f(n,|f, = 0) handeln, die
die Verteilung der moglichen Messwerte beschreibt, wenn der wahre Wert der Nettoimpulszahl null ist.

Im Prinzip kann jeder einzelne Messwert n/ zu dieser Wahrscheinlichkeitsdichte der Messwerte
f(ny|fi, = 0) gehoren. Das hilft Thnen aber nicht weiter, schlieBlich mochten Sie eine Entscheidung tref-
fen, ob Sie ein Priparatesignal erkannt haben oder nicht. Deshalb miissen Sie eine Grenze n} festlegen,
ab der Sie bereit sind zu entscheiden, dass ein Priaparatesignal, also eine wahre Nettoimpulszahl
i, > 0 vorliegt. Sie mochten natiirlich das Risiko minimieren, bei einer solchen Entscheidung falsch zu
liegen. Sie verschieben deshalb die Grenze n; so weit nach rechts zu grof8eren Werten hin, dass z.B. nur
noch 5 % aller Werte, die von der Wahrscheinlichkeitsdichte f (n,|f, = 0) iberdeckt werden und daher
als Messwerte in Frage kommen, rechts von dieser Grenze liegen, siche Abbildung 9 (c).

f(n,|fi, =0) f(nylfi, =0) A f(nylit, = 0)
(a) (b) (©
A A
38 % 5%
1Mo 1 ™ 1 oMy 1 ™ 1 o0 NMy1 ™

Abbildung 9: Festlegung der Erkennungsgrenze n.. Von kleinen Werten kommend wird diese so lan-
ge nach rechts verschoben, bis rechts von der Erkennungsgrenze nur noch ein bestimmter
Anteil an mdglichen Messwerten liegt.

Das bedeutet, dass Messwerte, die gleich oder groSer als diese Grenze n; sind, nur selten auftreten,
wenn die wahre Nettoimpulszahl null ist. Wenn Sie nun einen Messwert erhalten haben, der grof3er als
die Grenze n; ist, dann entscheiden Sie, dass der wahre Wert der Nettoimpulszahl 7, > 0 ist, siehe
Abbildung 10 (b). Wére der wahre Wert null, dann wére die Wahrscheinlichkeit, den gemessenen Wert
oder einen groReren Messwert zu erhalten, einfach zu klein.
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Deshalb wiirden Sie entscheiden, dass ein wahrer Wert ungleich null vorliegt. Sie haben einen Proben-
beitrag erkannt. Diese Grenze n; nennen Sie Erkennungsgrenze.

\f(nnlﬁnzo) \f(nnlﬁn:O)
(@ (b)

nn
5%

|
T

T T
1 0 n, o1 Mn 1 0 n, o1 Mn

Abbildung 10: (a): Liegt der Messwert n,, unterhalb der Erkennungsgrenze n’, so wird entschieden, dass
kein Probenbeitrag erkannt worden ist, also 7i,, = 0. (b): Liegt der Messwert n,, ober-
halb der Erkennungsgrenze n;, (a), so wird entschieden, dass ein Probenbeitrag erkannt
worden ist, also 71, > O.

7.2.2 Nachweisgrenze

Nehmen Sie jetzt an, dass der wahre Wert Threr Nettimpulszahl gleich der zuvor bestimmten Erken-
nungsgrenze ist, also fi, = n;. Wiirden Sie erneut 1000-mal messen, erhielten Sie im besten Fall eine
gauldformige Wahrscheinlichkeitsdichte der Messwerte um die Erkennungsgrenze herum. 50 % der Wer-
te, die diese Dichte iiberdeckt und die als Messwerte auftreten konnen, sind damit kleiner als die Er-
kennungsgrenze. Bei 500 von den 1000 durchgefiihrten Messungen wiirden Sie also entscheiden, dass
kein Praparatesignal vorliegt, siehe Abbildung 11 (a). Das ist unbefriedigend, da in Wahrheit ein Pra-
paratesignal vorhanden ist. Die sich stellende Frage lautet daher: Wie grol} ist der kleinste wahre Wert
der Nettoimpulszahl, fiir den hinreichend viele Messwerte oberhalb der Erkennungsgrenze liegen, wenn
wiederholt gemessen und damit aus der Wahrscheinlichkeitsdichte der Messwerte wiirfelt wird. Als hin-
reichend viele darf man den in der Statistik iiblichen Wert von 95 % ansetzen. Dann wiirden 5 % der
Messwerte unterhalb der Erkennungsgrenze liegen.

Diese kleinste wahre Nettoimpulszahl bestimmen Sie relativ zur Erkennungsgrenze. Nur 5 % der als
Messwerte in Frage kommenden Werte, die die zur gesuchten wahren Nettoimpulszahl gehorige Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Messwerte {iberdeckt, sollen kleiner als die Erkennungsgrenze sein.

Nachdem die Dichte relativ zur Erkennungsgrenze justiert worden ist, wird deren Zentroid, hier unter
der Annahme einer gauf3férmigen Wahrscheinlichkeitsdichte der Messwerte, als die gesuchte Nachweis-
grenze angesetzt, siehe Abbildung 11 (b). Die Nachweisgrenze ist damit der kleinste wahre Wert der
Nettoimpulszahl, fiir den wir bereit sind, davon auszugehen, dass hinreichend viele Messwerte bei wie-
derholten Messungen oberhalb der Erkennungsgrenze, oder anders gesagt, dass hinreichend wenige
Messwerte unterhalb der Erkennungsgrenze liegen wiirden.

Nehmen Sie an, Sie wiirden mit Threm Detektor iiberpriifen wollen, ob ein bestimmter Richt- oder Grenz-
wert ngy fiir die wahre Nettoimpulszahl 7i,, eingehalten wird, also ob 7, < ngy gilt. Der Richt- oder
Grenzwert sei dabei kleiner als die Nachweisgrenze, also ngy < nff.

Dariiber hinaus nehmen Sie jetzt an, dass die wahre Nettoimpulszahl zwischen einem geforderten Richt-
wert (RW) und der Nachweisgrenze liegt, der RW also iiberschritten wird: ngy < i, < nff. Da die wahre
Nettoimpulszahl kleiner ist als die Nachweisgrenze, miissen Sie erwarten, dass die Messwerte in mehr als
5 % von wiederholten Messungen unterhalb der Erkennungsgrenze liegen. Dann wiirden Sie in diesen
Féllen aber entscheiden, dass die wahre Nettoimpulszahl null ist und damit der Richtwert unterschritten
wird, obwohl das nicht der Fall ist, siehe Abbildung 12.
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Abbildung 11: (a): Entspricht der wahre Wert der Erkennungsgrenze, also 7i, = n;, so liegen 50 % der
moglichen Messwerte unterhalb der Erkennungsgrenze. Die Halfte der Messwerte aus
wiederholten Messungen wiirden also zu der Entscheidung 7i,, = 0 flhren, obwohl in
Wahrheit gilt: i, = n; > 0. (b): Liegen nur noch 5 % der méglichen Messwerte unterhalb
der Erkennungsgrenze n;, dann definiert der Zentroid der hier angenommenen gauB3fém-
rigen Wahrscheinlichkeitsdichte die Nachweisgrenze nf.

Gerade wenn es um die Sicherheit von Mensch, Tier und Umwelt geht, denken Sie etwa an einen radio-
logischen Krisenfall, ist eine erhohte Fehlentscheidungsrate nicht akzeptabel. Bei einem radiologischen
Krisenfall kann es sich um einen Reaktorunfall mit Freisetzung von Radioaktivitdt handeln. In einem
solchen Krisenfall wiirde z.B. die “°Sr-Aktivitit in Umweltproben iiberpriift und mit einem Grenzwert
verglichen.

Diese Uberlegungen machen deutlich, dass eine hinreichend belastbare Aussage dariiber, in welchem
Verhéltnis eine wahre Nettoimpulszahl zu einem Richt- oder Grenzwert steht, nur dann vorgenommen
werden kann, wenn gilt: nff < npw-

Abbildung 12: Mdgliche Fehlentscheidung bei Unterschreiten der Nachweisgrenze durch einen Richt-
wert. Liegt die wahre Nettoimpulszahl 7i,, unterhalb der Nachweisgrenze nf, aber ober-
halb eines Richtwerts ngy, so werden mehr als 5 % der Messwerte bei wiederholten
Messungen unterhalb der Erkennungsgrenze n’ liegen. Dann wiirde aber zu oft fehler-
hafterweise entschieden, dass die wahre Nettoimpulszahl null und damit kleiner als der
Richtwert ware.
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7.3 Bestimmung von Erkennungs- und Nachweisgrenze fiir kleine Impulszahlen vor einem
storenden Hintergrundsignal

Sie sollten fiir die Vorbesprechung wissen, was die Gleichungen 10 und 11 bedeuten, und welche
Idee Abbildung 13 widerspiegelt.

Im Praktikumsversuch sollen Erkennungs- und Nachweisgrenze fiir eine zdhlende Messung an einer
radioaktiven Probe vor einem storenden Hintergrund bestimmt werden. Dazu muss einmal der Strah-
lungshintergrund und dann die Probe vermessen werden. Auferdem wird angenommen, dass die ge-
messenen Impulszahlen poissonverteilt sind. Die Ausgangsgrofse des Modells der Auswertung und damit
die priméare Messgrof3e ist die Nettozdhlrate r,:

n, Ny

r, = Ip—rlp=——— 10
n b 0 ty to ( )

mit den Messgrof3en:

n, = Bruttoimpulszahl,

ny = Hintergrundimpulszahl,

t, = Messzeit der Bruttoimpulszahl,

to = Messzeit der Hintergrundimpulszahl,
r, = Bruttozihlrate,

ro = Hintergrundzéhlrate.

Fiir den Versuch wird das Modell umgeschrieben, sodass es die Nettoimpulszahl n, aus Ausgangsgrolie
enthélt:
ty

n, = nb—no-t—znb—no’s. (11)
0

Um die Erkennungsgrenze n;, fiir die Nettoimpulszahl zu berechnen, werden zunéchst Zufallszahlen aus
den Wahrscheinlichkeitsdichten gezogen, die der Bruttoimpulszahl ny, und der skalierten Hintergrund-
impulszahl (t,/t,) - ny noch zuzuordnen sind.

Nachdem je eine Zufallszahl aus jeder Dichte gezogen worden ist, wird die Differenz dieser Impulszahlen
gebildet und gespeichert. Diese Differenzen folgen selbst wieder einer bestimmten Wahrscheinlichkeits-
dichte. Dies ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Nettoimpulszahl.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Bruttoimpulszahl wird eine Poissonverteilungsdichte mit zunachst
noch unbekanntem Erwartungswert angesetzt, also f(np|fi, = f, = variabel). Die Wahrscheinlich-
keitsdichte der skalierten Hintergrundimpulszahl wird ebenfalls durch eine Poissonverteilungsdichte
beschrieben, wobei diese aber sofort spezifiziert wird. Ihr Erwartungswert entspricht dem Messwert
(tp/to) - ng aus der Hintergrundmessung, also f (ng|fig s = (t,/to) - np).

In aller Strenge miisste nun einen Iteration durchgefiihrt werden, bei der der Erwartungswert i1, der
Poissonverteilungsdichte f (ny|f, = fiy,) fiir die Bruttoimpulszahl stetig verkleinert wird, bis er mit dem
Erwartungswert der Poissonverteilungsdichte f (ng|fiys = (t,/t9) o) der skalierten Hintergrundimpuls-
zahl {ibereinstimmt. Der Erwartungswert der Bruttoimpulszahl miisste anfangs hinreichend grol gewahlt
werden. Nach jeder Iteration wiirde die Differenzbildung erfolgen. Da die Erwartungswerte von Brutto-
impulszahl und skalierter Hintergrundimpulszahl am Ende der Iteration theoretisch iibereinstimmen
wiirden, kann die Erkennungsgrenze auch ohne Iteration berechnet werden, indem die Erwartungswer-
te der Verteilungsdichten fiir beide Impulszahlgrof3en gleichgesetzt werden.
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Das bedeutet, dass nur die beiden Verteilungen:

Sy, = (tp/t0) - no) und f(ngslfigs = (tp/to) - no)- (12)

betrachtet werden brauchen.

Numerisch fiihrt dies aber auf ein Problem. Ein Zufallszahlengenerator in Standardeinstellung, der Zu-
fallszahlen aus diesen beiden Verteilungen zieht, wird immer identische Folgen von Zufallszahlen ausge-
ben, wenn er wiederholt neu gestartet wird. Die Differenzen der Zufallszahlen werden dann immer null
sein, was unphysikalisch ist. Deshalb muss der Zufallszahlengenerator mit verschiedenen Startwerten
(seeds) gestartet werden. Aus jedem Neustart des Generators geht dann eine Folge von Zufallszahlen
hervor, die aus Dichten mit gleichem Erwartungswert, aber unterschiedlichen Startwerten des Gene-
rators stammen. Nun werden die paarweisen Zufallszahlen fiir die Bruttoimpulszahl und die skalierte
Hintergrundimpulszahl nicht mehr identisch sein. Die Differenzen aus den Zufallszahlen fiir n, und
ng s werden sich um n, = 0 verteilen. Die Erkennungsgrenze entspricht dann dem 95 %-Quantil der
Wahrscheinlichkeitsdichte der berechneten Differenzen, also der Nettoimpulszahl.

Die Nachweisgrenze nff fiir die Nettoimpulszahl n,, ergibt sich aus einer iterativen Berechnung von pois-
sonverteilten Zufallszahlen fiir die Bruttoimpulszahl n;,, von denen Zufallswerte aus der Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir die skalierten Hintergrundimpulszahlen n, ; abgezogen werden. Der Erwartungswert der
Dichte fiir die Hintergrundimpulszahlen entspricht dabei dem gemessen Wert (t,/t,) - ny. Die Iteration
beginnt mit Zufallszahlen fiir die Bruttoimpulszahl, deren Erwartungswert bei etwa dem doppelten Wert
der Erkennungsgrenze n;, liegt zuziiglich der entsprechenden Hintergrundimpulszahl:

t
ny,(Start der Iteration) = 2 - n; +ng - t—b. (13)

0

Von dieser Verteilung ausgehend wird das 5 %-Quantil berechnet und mit der zuvor bestimmten Er-
kennungsgrenze verglichen. Solange das Quantil nicht mit der Erkennungsgrenze im Rahmen einer
vorgegebenen Toleranz vertraglich ist, wird ein neues Zufallsexperiment simuliert, wobei der Erwar-
tungswert der Poissonverteilungsdichte um einen kleinen Betrag erhoht wird, siehe Abbildung 13. Ist
die Vertraglichkeit gegeben, so folgt die Nachweisgrenze aus dem Erwartungswert der zuletzt ermittel-
ten Wahrscheinlichkeitsdichte. Wenn Erkennungs- und Nachweisgrenze berechnet werden, geht nur die
gemessene Hintergrundimpulszahl ein. Sie bestimmt die Werte der beiden charakteristischen Grenzen.
Der Messwert fiir die Bruttoimpulszahl wird nur fiir die Berechnung der Nettoimpulszahl und des besten
Schatzwerts benutzt.

7.4 Methoden und Material

Im zweiten Versuchsteil kommt ein handelsiiblicher PC (CPU i5 mit 2 physischen Kernen und SSD) zum
Einsatz, an den das Micro-Controller-Board Nucleo (uC) des Herstellers STM angeschlossen ist, siche
unter: STM Nucleo Board. Der uC zédhlt die Rechtecksignale des PIN-Diodenarrays RD2014 vom Her-
steller Teviso, siehe unter Teviso. Der Detektor enthélt eine Vorverstiarker und Pulsformer, der fiir jeden
Impuls ein TTL-Signal erzeugt, das auf einen Zahler-Eingang des uC gelegt ist. Dieser ist in Abbildung 1
zu sehen. Der uC wird iiber ein USB-Kabel mit dem Rechner verbunden. Die Datenbereitstellung durch
den uC startet sofort, nachdem das uC-Board mit einer PC-USB-Schnittstelle verbunden worden ist.

Mit der graphischen Oberfldche zu diesem Versuchsteil kann die Datenaufnahme und die Datenverarbei-
tung gesteuert werden.
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Abbildung 13: Die Nachweisgrenze ergibt sich aus der Verschiebung einer geeigneten Verteilungdich-
te (rot) nach rechts, bis die Flache 8 genau links der Erkennungsgrenze n’ liegt. Die
Nchweisgrenze nf entspricht im Beipiel der Abbildung dem Erwartungswert der Vertei-

lungsdichte am Ende der Verschiebung. Der Einfachheit wurde fir die Abbildung eine

GauBverteilungsdichte gewahlt, deren Standardabweichung gleich bleibt. Dies muss nicht

so sein, siehe die Poissonverteilungsdichte.
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8 Disclaimer

Dieses Dokument enthélt Links zu externen Websites Dritter, auf deren Inhalte wir keinen Einfluss ha-
ben. Deshalb kénnen wir fiir diese fremden Inhalte auch keine Gewahr tibernehmen. Fiir die Inhalte der
verlinkten Seiten ist stets der jeweilige Anbieter oder Betreiber der Seiten verantwortlich. Die verlinkten
Seiten wurden zum Zeitpunkt der Verlinkung auf mogliche Rechtsverstol3e iiberpriift. Rechtswidrige In-
halte waren zum Zeitpunkt der Verlinkung nicht erkennbar. Eine permanente inhaltliche Kontrolle der
verlinkten Seiten ist jedoch ohne konkrete Anhaltspunkte einer Rechtsverletzung nicht zumutbar. Bei Be-
kanntwerden von Rechtsverletzungen werden wir derartige Links umgehend entfernen (Stand 28. Mai
2019).
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